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1. 


Die Algorithmen, die zur Lösung der litteralen linearen 
Gleichungen dienen, sind zwar sehr bekannt, ihre Haupteigen- 
schaften sind indessen, meines Wissens, noch nicht so kurz dar- 
gelegt und deutlich gemacht worden, wie man das bei ihrem 
Nutzen für wichtige Untersuchungen der Analysis wünschen 
muss. Diese Eigenschaften sind nämlich zwar elementar, 
aber doch nicht alle in dem Maasse bekannt, dass man sie 
nicht zu beweisen braucht, während es sehr lästig ist, durch 
ihren Beweis den Gang höherer Rechnungen zu unterbrechen. 

Diesem Mangel will ich hier abhelfen, um so die Bequem- 
lichkeit zu haben, in andern Abhandlungen auf die vor- 
liegende verweisen zu können; ich beabsichtige indessen 
keinesweges, den Gegenstand in seiner ganzen Vollständigkeit 
abzuhandeln. 

Am Schlusse habe ich einige Lehrsätze beigefügt, die sich 
auf die Methode der kleinsten Quadrate beziehen. Sie zeigen, 
in welcher Weise die durch diese Methode bestimmten Werthe 
und Gewichte der Unbekannten von den verschiedenen Werthen 
und Gewichten abhängen, die man für die verschiedenen Com- 
binationen von so vielen Beobachtungen erhält, als die Anzahl 
der Unbekannten beträgt; was ja zu deren Bestimmung aus- 
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reicht. Sind diese Sätze auch für die praktische Rechnung 
ohne Nutzen, so gewähren sie doch eine tiefere Einsicht in 
die Natur jener Werthe und Gewichte. 


2, 


Vorgelegt sei das Product aus allen 4»(n + 1) Diffe- 
renzen von 2 —+ 1 Grössen o, 4, ,..., On: 


P=(a — a) laa — a)(a; — dal... (an — Gol 
rar anne o, 
ët ger (an — Gel 

Un 


Bei allen Permutationen der Grössen a; kann dieses Product 
seinen absoluten Werth nicht ändern, behält vielmehr denselben 
Werth oder nimmt den entgegengesetzten an !). 

Die Permutationen der Indices 0, 1,..., 2, bei denen P 
denselben Werth behält, (358) wollen wir positive nennen, 
diejenigen, bei denen P den entgegengesetzten Werth [286] 
annimmt, negative; oder wir werden sagen, dass die ersten 
zur positiven Classe der Permutationen, die zweiten 
zur negativen Classe gehören. À 

Sind irgend zwei Permutationen vorgelegt, so giebt es eine 
gewisse Permutation, durch deren Anwendung die eine aus der 
andern hervorgeht. Zwei vorgelegte Permutationen ge- 
hören zu derselben Classe oder zu entgegengesetzten 
Classen, je nach dem die Permutation, welche die 
eine in die andere überführt, zur positiven oder ne- 
gativen Classe gehört. Denn es möge P durch drei Per- 
mutationen beziehungsweise in eP, dP. d'DP übergehen, wo 
e, €, €” den Werth = bezeichnen; wendet man die zweite 
Permutation nach der ersten an, so geht P nach einander 
in €P, e.e' P über; mithin wird, wenn die dritte Permutation 
dadurch entsteht, dass man die zweite nach der ersten an- 
wendet: 

EE 

Je nach dem also @’ gleich + 1 oder gleich — 1 ist, das 
heisst, je nach dem die Permutation, mittelst deren man die 
dritte aus der ersten erhält, zur positiven oder zur negativen 


AS 
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Classe gehört, gehört die erste und die dritte Permutation zu 
derselben oder zur entgegengesetzten Classe, und umgekehrt. 

Aus dem Vorhergehenden folgt, dass Permutationen, die 
zu derselben Classe gehören, bei einer neuen Permutation 
entweder insgesammt in derselben Classe verbleiben oder ins- 
gesammt in die andere Classe übergehen; es geschieht nämlich 
das eine oder das andere, je nach dem die Permutation zu der 
positiven oder negativen Classe gehört. Werden mehrere Per- 
mutationen hinter einander angewandt, so können verschiedene 
Permutationen entstehen je nach der Reihenfolge, in der 
sie hinter einander angewandt werden. Tritt nämlich bei einer 
Permutation an die Stelle von 0, 1, 2 u. s. W. to, Ù, Ze U. S. W. 
und bei einer anderen k,, #,, Æ u. s. w., so wird, wenn die 
zweite nach der ersten angewandt wird, 


k;, k 


die Stelle von 0, 1,2 u. s. w. einnehmen, wenn jedoch die 
erste nach der zweiten angewandt wird, ` 


ei na W. 


P U 


ir Thy ii, US W., 
und es braucht durchaus nicht 
ei FF 22 
zu werden. Dagegen beweist man durch genau dieselbe Me- 
thode, wie bei dem vorhergehenden Lehrsatze, dass die ver- 
“schiedenen Permutationen, die je nach der ver- 
schiedenen Reihenfolge entstehen, in der mehrere 
Permutationen hinter einander angewandt werden, 


alle zu derselben Classe gehören. 
Bezeichnen © und 2’ irgend zwei Indices, so lässt sich 


das Product P so schreiben: 

P== (a,— gel: Hier — a) (ax — gel: (ax — am), 
wofern 

TI (ap — a;) (ap — a), (ay — ay) 
[287] (359) die Producte aller der Factoren von P: 
(ap — a;) (ap — ay), (ax — ay) ` 

bezeichnen, die sich ergeben, wenn man Æ oder E und E alle 
von ? und d verschiedenen Werthe ertheilt. Von diesen Pro- 


ducten ist das eine symmetrisch in Bezug auf © und d, das 
andere von ihnen frei, sie bleiben mithin bei Vertauschung der 
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Indices + und 2’ ungeändert. Im Gegensatze hierzu nimmt der 
abgesonderte Factor a; — «a, in Folge der Permutation den 
entgegengesetzten Werth an, und mithin nimmt auch das 
vorgelegte Product P bei Vertauschung von je zwei. 
Indices den entgegengesetzten Werth an. Die Ver- 
tauschung von zwei Indices ist also eine negative Permutation, 
und es gehen daher die positiven Permutationen, wenn aber- 
mals zwei Indices vertauscht werden, insgesammt in negative, 
die negativen insgesammt in positive über. 

Reciprok mögen zwei Permutationen heissen, sobald die 
ursprüngliche Reihenfolge nicht geändert wird, wenn man die 
eine nach der andern anwendet. Vermöge einer Permutation 
möge etwa d, 2,, ù% U. s.w. an die Stelle von 0, 1, 2 u. 8. w. 
treten. Dann ist die reciproke Permutation diejenige, ver- 
möge deren 0, 1, 2 u.s. w. an die Stelle von 2,, 2,,2, u. 8. w. 
tritt. Zwei reciproke Permutationen gehören zu derselben 
Classe, da P unverändert bleibt, wenn man die. eine nach 
der anderen anwendet. 


3. 


Um zu erkennen, ob eine vorgelegte Permutation positiv 
oder negativ ist, lassen sich verschiedene Regeln angeben. 
Bei einer Vertauschung der Indices möge an die Stelle von 
0, 1, 2 
beziehungsweise 
CARD 


Di 17 a, +, în 


getreten sein, und man frage, ob das Product P bei dieser 
Permutation ungeändert bleibt oder sein Zeichen wechselt. 
Jeder einzelne Factor des Productes P wurde so geschrieben, 
dass ein Element mit einem kleineren Index von einem Ele- 
"mente mit einem grösseren Index abgezogen wurde. Sind daher 
mound s zwei der Indices 0, 1,.2,...,2 HE ne ze 
so ist 


de — Oe 


ein Factor von P. Dieser Factor geht bei der Permutation in 


über, und diese Differenz oder die entgegengesetzte tritt in 
P als Factor auf, je nach dem i, => +, oder 7, < i, ist?). 
Kommt es daher in der Reihe der Zahlen 
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GR 


m Mal vor, dass man hinter einer Zahl i, eine kleinere Zahl ?, 
findet, so wird eben so viele Male ein Factor des Productes P 
sein Zeichen wechseln, oder P geht bei der angegebenen Per- 
mutation über in 

(- 1"P, 


(360) und diese Permutation ist positiv oder negativ, je nach 
dem m gerade oder ungerade ist. 

‚Diese Regel hat vor langer Zeit Cramer gegeben, und 
Laplace hat sie bewiesen °). 

[288] Es seien 


yo A Zu 


irgend welche Indices aus der Reihe 0, 1,2, -., #4) Be 
trachten wir die Permutation, durch die i, in o E in 4, u. S. w. 
und zuletzt Im in ie übergeführt wird. Zu derselben Permutation 
gelangen wir, indem wir zuerst 2, mit 2,, darauf ?, mit z, u. 8. W. 
und zuletzt +, mit 2 vertauschen. Mithin ergiebt sich diese 
Permutation durch m-malige Vertauschung von je zwei Ele- 
menten und ist daher eine positive oder negative Permutation, 
je nach dem m gerade oder ungerade oder je nach dem die 
Anzahl der Indices m -+ 1 ungerade oder gerade ist. 

Wenn durch irgend eine vorgelegte Permutation die Indices 
Ze mit z, 2, mit Zen ĉ mit ©, und allgemein d. mit y ver- 
tauscht werden, so kommt man schliesslich zu einem Index i,,, 
der mit 2, vertauscht wird, ohne vorher zu einem der früheren 
Indices zurück zu gelangen. Fände sich nämlich in der Reihe 
der Indices 2. 3% --- ein Index o, der in einen vorher- 
gehenden Index č übergeht, so müsste, da durch eine jede 
Permutation immer nur ein einziger Index in einen gegebenen 
Index übergeführt wird, à = t,_, sein, also auch ,_, =%_,, 
1 gek A „ und so fort, bis man do. kur — ù erhält. Mithin 
wird tr im, und es geht also einem Index d der in 
einen vorhergehenden Index 2 verwandelt wird, immer ein 
Index č voraus, der in z, verwandelt wird 5). 

Falls die Indices ù, ù, ..., Zen nicht sämmtliche Indices 
0, 1, 2, ..., n ausmachen, und durch die vorgelegte Permutation 
auch die übrig bleibenden Indices unter einander vertauscht 
werden, sei CN einer von ihnen. Dann hat man wieder einen 
Cyklus von Indices: 


ho, À Ba eer Ai 
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es wird nämlich durch die vorgelegte Permutation jeder Index 
in den unmittelbar folgenden und der letzte in den ersten 
verwandelt. So fahre man fort, bis alle Indices erschöpft sind. 
Man erkennt so, dass bei jeder beliebigen Permutation die 
Indices auf eine einzige ganz bestimmte Art in Cyklen ange- 
ordnet werden können, so dass jeder der Indices, die einem 
Cyklus angehören, durch die Permutationen in den unmittelbar 
folgenden und der letzte in den ersten übergeht. 

Ist irgend eine Permutation vorgelegt, so ordne man nach 
dem Vorhergehenden die Indices 0, 1,2,...,» in Cyklen. 
Die Anzahl der Cyklen sei p, und es mögen die einzelnen 
Cyklen beziehungsweise von 


Gét Va: Us; MER Ve 


Indices gebildet werden, so dass 
OR ét a ee ih ER 5 


ist. Wenn ein Cyklus nur aus einem Index besteht oder 
wenn von den vorhergehenden Zahlen œ, u. s. w. (361) eine 
der Einheit gleich ist, so wird dieser Index nicht in einen 
andern und kein andrer in ihn verwandelt. 

Jedem Cyklus von % Indices entspricht, wie wir gesehen 
haben, eine Permutation, [289] die man erhalten kann, indem 
man % — 1 Mal zwei Indices mit einander vertauscht. Mithin 
kann man die vorgelegte Permutation erhalten, indem man 


ET Os pe ee TEL RT MED 


Mal zwei Elemente mit einander vertauscht*). Mithin ist die 
vorgelegte Permutation positiv oder negativ, je nach dem 
n + 1 — p gerade oder ungerade ist, oder je nach dem 
der Rest, der übrig bleibt, wenn man die Anzahl der 
Cyklen, in welche die Indices bei der vorgelegten 
Permutation zerfallen, von der Anzahl der Indices 
abzieht, gerade oder ungerade ist. 

Diese schöne Regel, um zu erkennen, ob eine vorgelegte 
Permutation positiv oder negativ ist, hat Cauchy gegeben 
(Be. Pol. cah. 17, p. 41). 


*) Man erkennt zugleich, dass die vorgelegte Permutation nicht 
durch eine geringere Anzahl von Vertauschungen von zwei Ele- 
menten erhalten werden kann. 
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4. 
Gegeben seien (n + 1)” Grössen 
| | Sa 
bei denen die oberen Indices ¿ und die unteren Indices Æ alle 
Werthe 0, 1,2,..., 2 annehmen. Man bilde das Product 


ara 8 a im 

Indem man entweder die oberen oder die unteren Indices auf 
alle möglichen Weisen mit einander vertauscht, erhält man 
hieraus 1.2.3...(%» + 1) ähnlich gebildete Glieder. Den 
einzelnen Gliedern möge nun das positive oder negative Vor- 
zeichen ertheilt werden, je nach dem die Permutationen, ver- 
möge deren sie aus dem Gliede 


(n) 
n 


2.0, 0% ee 
erhalten werden, positiv oder negativ sind, und dann möge 
das Aggregat aller dieser 1.2.3... (rn + 7) Ausdrücke ge- 
bildet werden, in das jeder mit seinem Vorzeichen eintritt. 


Dieses Aggregat werde ich durch 


Sen HIT (n) 
e EEG E a, 


bezeichnen. Nach dem Vorgange von Gauss und andern 
werde ich ein solches Aggregat À eine Determinante 
nennen, die Grössen oli! die Elemente der Determinante, und 
da jedes Glied von Ä das Product von n 7 Elementen ist, 
werde ich Æ als eine Determinante (n + 7)-ten Grades be- 
zeichnen ô). 

_ Jedes Glied der Determinante F: 


ar, gu un CS, ae 
[290] (362) erhält man aus dem Gliede af a! ay... al) auf 
doppelte Art, indem man entweder an die Stelle der unteren 
Indices 0, 1, 2,...,7 beziehungsweise E, A’, A”, ..., #09 oder 
indem man 0,1,2,...,r an die Stelle der oberen Indices 


. *) Im Allgemeinen schreibe ich den Index (0) nicht hin, sodass 
a, ax, a an die Stelle von af”, a, a,” tritt, oder dass man sagt, 
die Grössen a, az, a seien beziehungsweise mit dem oberen oder 
dem unteren oder dem doppelten Index (0) behaftet. 
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k, k',%",..., Ei setzt. Diese Permutationen sind reciprok 
und gehören daher zu derselben Classe; mithin erhalten die 
Glieder der Determinante dieselben Vorzeichen, mag man die 
Bestimmung über die Vorzeichen bei den Vertauschungen der 
unteren oder der oberen Indices anwenden. 

Macht man eine neue Permutation, so bleiben die Permu- 
tationen einer und derselben’ Classe entweder insgesammt in 
dieser Classe oder gehen insgesammt in die entgegengesetzte 
Classe über. Hieraus folgt, dass die Determinante bei 
irgend einer Permutation der oberen oder unteren 
Indices entweder unverändert bleibt oder den ent- 
gsegengesetzten Werth annimmt. Da ferner bei der Per- 
mutation von zwei Indices die Permutationen von der positiven 
zur negativen Classe und von der negativen zur positiven 
übergehen, so folgt, dass die Determinante den entgegen- 
gesetzten Werth annimmt, wenn man irgend zwei 
obere oder untere Indices vertauscht. 

Das ist eine sehr wichtige, charakteristische Eigenschaft 
der Determinante). Aus ihr ergiebt sich der weitere funda- 
mentale Satz, dass eine Determinante verschwindet, so- 
bald zweiobere oder untere Indices gleich gross aus- 
fallen; wobei wir der Kürze wegen Indices einander gleich 
nennen, wofern die mit ihnen behafteten Grössen gleich sind. 
Wenn nämlich zwei Indices einander gleich sind, wird durch 
ihre Vertauschung nichts geändert, und da die Determinante 
bei dieser Permutation nach ihrer charakteristischen Eigen- 
schaft den entgegengesetzten Werth annimmt, so muss R=— F 
oder R — 0 werden. 


5. 


Wir führen einige besondere Fälle an, in denen Deter- 
minanten eine einfache Gestalt annehmen oder sogar auf ein 
einziges Glied zurückkommen. 

Wir schreiben die Determinante À in der Form: 


us, EN r (m) Jm tu (n) 
(1) RE d A renam Oaa ETES 


wo m < n ist, und nehmen an, dass für alle Werthe 
Del, ger Eet 
von 1: 


a dl beier A Ae ben era BE 
(2) E a, a; 0 


a 
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ist. Lässt man aus der Determinante die verschwindenden 
Glieder fort, so bleiben nur diejenigen Glieder 


(m) (n) 


+ a a: 
ei a; Air... Hä SE 


übrig, in denen die unteren Indices 


UN REN, gue, D 
[291] (363) abgesehen von der Reihenfolge, mit den Zahlen 
OR IE EN EL 


übereinstimmen. Denn wäre auch nur ein einziger der Indices 
400, 404 n, s.w. gleich einer der Zahlen 0,1,2,...,m—1, 
so würde das betreffende Glied in Folge unserer Voraussetzung 
verschwinden. Hieraus folgt, weil bei jedem Gliede der Deter- 
minante die unteren Indices alle von einander verschieden sein 
müssen, dass die übrigen unteren Indices 

A n dëi), 


+, 
MUEL a 


abgesehen von der Reihenfolge, mit den Zahlen 
= H 2 
übereinstimmen und die Werthe m, m + 1 u. s. w. nicht an- 


nehmen. Infolgedessen erhält man sämmtliche Glieder der 
Determinante aus dem einen 


a ea T 


am). + am) „m+1) (n) 


-+ d af 
— 84, de sh nr st: H 


wenn man die Indices 


und die Indices 

m, m + Im D 
für sich permutirt; dabei sind die zweideutigen Vorzeichen + 
so zu bestimmen, dass Glieder, die durch die Vertauschung 
zweier Indices in einander übergehen, entgegengesetzte Zeichen 
bekommen. Mithin wird 


< a (m-ı) + (m) ,(m+1) (n) 
Bee wee Een ST A, Ama on : 
oder man hat den Lehrsatz: 
I. So oft für die Werthe 0, 1,2,..., m — 1 des Index % 
die Elemente af”, SEI ——— al) verschwinden, geht 


die Determinante 


e EE a 
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über in das Product aus zwei Determinanten: 


(m-ı), vw „m ,(m+1) am, 


N + ` 
= — ad, o dy ne ICE OR er) 


Genau derselbe Lehrsatz gilt, wenn für die Werthe 0,1,2,..., 
m — 1 des Index d die Elemente al, aÙ, -.., af) ver- 
schwinden. Wenn bei dem vorhergehenden Lehrsatze auch 
noch für die Werthe 0, 1, .:., 2— 1 des Index + die Ele- 
mente ad, a, .., ol verschwinden, so wird die Deter- 
minante À ein Product aus drei Determinanten und so weiter. 

Der einfachste Fall des vorhergehenden Lehrsatzes besteht 
darin, dass die Elemente, die mit einem bestimmten oberen 
Index behaftet sind,- für alle unteren Indices mit Ausnahme 
eines einzigen verschwinden, denn in diesem Falle geht die 
eine der beiden Determinanten, deren Product Æ ist, [292] (364) 
in ein einfaches Element über. Es sei nämlich: 


N RE EN EN e 
am, A= EE 
Dann wird: 
SE ng (n=1) ‚HN (ns ee r (n—1) 
zZ Eau. "ar a) a, 2 Tau. 


$ 


Ist auch noch 


11 ,(n—1) __ N) TE 
ad, = o ES Gan SH, 


so folgt durch dieselbe Schlussweise aus (4): 


(n) _ (n—1) (n) (n—2) 
Mag, a a, an Dee 
So fortfahrend gewinnen wir den folgenden Lehrsatz: 
II. Verschwinden alle Elemente 


SE (n) 


a y ++) Ok ; 


in denen der untere Index % beziehungsweise kleiner 
als der obere Index m, m + 1, ..., n ist, so wird 


(m-ı) 
mA 


SER ny (n) m) (m+) m, e 0 
SEAN. Serien Unit ea 


Hieraus folgt, wenn man m = 1 setzt: 
III. Verschwinden alle Elemente, bei denen der untere 
Index kleiner als der obere Index ist, so besteht die 
Determinante nur aus einem einzigen Gliede, oder es ist 


Nil 
— 


i Lt e (n) 
— 44 k ...4, zz OO da... dy 
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Aus dem Lehrsatze II folgt das Corollar: 
IV. Verschwinden alle Elemente 


(m) (m+4) 
ak ; k 


t d'ac 


(n) 
it: 


bei denen die unteren Indices kleiner als die oberen 
sind, und ist ausserdem 


Mm) __ „M-+i) (n) 

Am Ami xy an 1 ; 
so wird 
SE BER (IEEE ere ` (m-ı) 
72000... A + aq). di," 


Dieser Lehrsatz zeigt, dass eine jede Determinante nied- 
rigeren Grades als ein besonderer Fall einer Determinante 
höheren Grades angesehen werden kann. 


6. 
Wir wollen mit 

NM AU) 
af Ay 
das Aggregat aller der Glieder der Determinante À bezeichnen, 
die mit der Grösse a) (365) multiplicirt sind. In jedem Gliede 

von À: ja 

Her: (n) 

Te Agag! apr.. SE) 
[293] sind die oberen wie die unteren Indices der Elemente 
dy, a, U. 8. W. alle von einander verschieden. Mithin können 
in den Gliedern des Aggregates AU) niemals Grössen al) auf- 
treten, bei denen der obere Index den Werth f oder der 
untere Index den Werth g hat. Da ferner in jedem Gliede 
von R bloss ein Element vorkommt und nicht mehr, das den 
gegebenen oberen Index © besitzt, und ebenso nur ein Element 
und nicht mehr, das den gegebenen unteren Index % besitzt, 
so folgt, dass die einzelnen Glieder der Determinante Æ nur 
durch eins der Elemente a), af), ..., af) und nicht gleich- 
zeitig durch mehrere dieser Elemente theilbar sind, und dass 
sie ebenso nur durch eins der Elemente o. 4;,..., o! und 
nicht gleichzeitig durch mehrere dieser Elemente theilbar sind. 

Nun hiessen 


af) am, a No NA 
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die Aggregate der Glieder Determinante À, die GE 
weise mit af), a®, ..., ol multiplieirt waren. Mithin muss 


À 4 4 (4) aù 
(1) BMA HI... + ef) A 
werden. Ferner waren 


Um am) (n) 
ay Ar, a, À}; D ARE ak k 


die Aggregate der Glieder der Determinante R, die beziehungs- 
weise mit ot, oi... 4%) multiplieirt sind. Mithin muss 
(2) "Ee Tk Ar ne a) Ar E oeh an Ar 
werden. Legt man dem Index 2 oder Æ die Werthe 0, 1, 2, ..., 7% 
bei, so erhält man aus jeder der Formeln (1) und (2) n + 1 
verschiedene Darstellungen der Determinante Z. 
Die Determinante X ist in Bezug auf die einzelnen Grössen 
av) ein linearer Ausdruck, und wir haben den RN 
mit dem al) in der Determinats R behaftet ist, Ar genannt. 


Man kann mithin AŸ mittelst der Bun der Diffe- 
rentialrechnung eh die Formel: 


a Ob 
darstellen. Wenn daher die Grössen af) um die unendlich 
kleinen Grössen 


dall 
vermehrt werden, und gleichzeitig À um dR wächst, so wird 
(4) dRes ZA dal, 
(366) wofern unter dem Summenzeichen jeder der beiden Indices 
à und # die Werthe 0, 1, 2, ..., durchläuft. 

Da R in — ZX übergeht, wenn man zwei obere Indices © 
und d vertauscht, so folgt, dass das Aggregat der Glieder 
von R, die mit wi SET sind, an Am, [294] durch 
diese ee in das Aggregat ire Soo: ot — R über- 
geht, die mit ain multiplieirt sind, das heisst in — af) ANT, 
Ess folgt, ae, wenn man ? an die Stelle von? setzt, 
AÙ in — 401 EE auf dieselbe Art lässt sich Lë 
weisen, dass, wenn man K an die Stelle von % setzt, 
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A) in — AŸ übergeht. Hieraus folgt weiter, dass, wenn 
man ?’ an die Stelle’von č, k' an die Stelle von Å 
setzt, wofern nur 2? und ©’ oh und 4’ von einander 
E EE sind, AN in At | übergeht. 


Man erhält a E wenn in dem Gliede 


be 
N aS 


das Element oi unverändert bleibt, während die oberen oder 
unteren Indices der übrigen Elemente permutirt werden. Mit- 
hin ist: 


Br) See , (i—1) a+) (n) 
A ga, nd rar ue 


Hieraus ergiebt sich u indem man 2 an die Stelle des 


unteren Index % setzt und das Vorzeichen ändert. Es wird also 


Rn: x ` (i—4) lir) (k—ı) (el (k+1) MA 
Ar RD DONNE UE. - E aa REIN er 


Sind à und A von 0 verschieden, so erhält man AN) auch aus 


ru IE rauf (n) 
Amalia, , 


indem man 0 an die Stelle des oberen Index 2? und des unteren 
Index % setzt. 

Vertauscht man die oberen Indices mit den unteren, so 
bleibt die Determinante Si ungeändert, denn die Glieder, die 
mit al) multiplicirt sind, al ) A) , gehen in die Glieder über, die 
mit AN multiplieirt Ind, al Ab. Vertauscht man SIS 
bei den Grössen al} de Unteren Indices mit den oberen, 
so gehen die Grössen AÙ in AP über, oder es werden 
auch bei den Grössen An Ze SE Indices mit 
den oberen vertauscht. 

Hieraus folgt auch, dass, so oft für alle Indices 


GEF SE 

ist, auch 
il. Alk) 
Ar I 4; 


wird. Denn vertauscht man die oberen Indices aller af) mit 
den unteren, so wird A nicht geändert, da für seine Elemente 
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gleich grosse eingesetzt werden. Wir haben aber gesehen, 
dass bei dieser Vertauschung A in A übergeht, mithin 
müssen beide gleich gross EEN 

(367) Setzt man fest, dass für zwei gegebene Indices č 
und 2’: 
(5) al = off, = a a a” — ai 
wird, so verschwindet wegen ihrer fundamentalen Eigenschaft 
der Werth der Determinante À, Hieraus erschliessen wir, 
indem wir die Determinante F durch die Formel (1) dar- 
stellen und (5) einsetzen: 


(6) 0 al) AGE AL a 


295] Diese Gleichung ergab sich unter der Voraussetzung, 
dass die Grössen a ) beziehungsweise den Grössen ah) gleich 
seien. Da aber die Grössen a), ail, ol, ... af) 8) in den 
Ausdruck auf der rechten Seite der Gleichung (6) gar nicht 
eintreten, so muss die Gleichung (6) identisch bestehen. 

Bezeichnet ferner A’ einen von Æ verschiedenen Index, so 
findet man ebenso, dass unter der Annahme 


(7) CKE ak sr | d SE Dé E a 
die Identität besteht: ; 
(8) o= agr EI + gu A}, Im: ee 


 Substituirt man die Formeln (3), so kann man die soeben 
gefundenen Formeln (1), (2), (6), (8) auch so schreiben; 


(9) E EE EE 
9 
| SE E + a, m a ak ge 


Das sind partielle Differentialgleichungen, denen die Deter- 
minante À? genügt. 
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7, 


Mittelst der Formeln, die wir in dem vorhergehenden Para- 
graphen entwickelt haben, lässt sich die Theorie der alge- 
braischen Lösung der linearen Gleichungen mit Leichtigkeit 
erledigen. 

Vorgelegt seien die linearen Gleichungen: 


[296] ag sz al + at Esc at, 
(1) PAR e 

| E A N N dl: 
Um die Unbekannte €. zu ermitteln, multiplicire man die vor- 
gelegten Gleichungen beziehungsweise mit Ay, Ap, ..., A 
(368) und bilde, nachdem man die Multiplication ausgeführt 
hat, die Summe. In dieser Summe verschwinden nach Glei- 
chung (8) des vorhergehenden Paragraphen die Coefficienten 
von #, é, ---, n mit Ausnahme des Coefficienten gerade 


von fr, der nach Gleichung (2) des vorhergehenden Para- 
graphen gleich der Determinante JN wird. Es ergiebt sich 


` also: 


(2) Ri = Aru + Au +- Au. 


Werden in dieser Formel dem Index Æ die Werthe 0, 1 
2, ..., n beigelegt, so gewinnen wir folgendes System von 
Gleichungen, das die Werthe der Unbekannten liefert: 


RONA y SAN ET ek Am 

Rt =Au+ Au tHe + A 

elek Au ano A int 
Sind die linearen Gleichungen 


s = ar + ar +... Har, 
y, TOP Ek et ae, 


| E m da T 


Ostwald's Klassiker. 77. 2 
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vorgelegt, so gewinnen wir auf dieselbe Art unter Benutzung 
der Gleichungen (6) und (1) des vorhergehenden Paragraphen: 
Rr = As + As, Fe HA: 
An, = Ask As, +-: A) 


(5) 


Rry=4AMs+ AM, +... HAM. 


Vertauscht man die oberen Indices der Elemente al) 9) mit 
den unteren, so gehen die Gleichungen (1) und (4) in ein- 
ander über, und da gleichzeitig auch die oberen Indices der 
Grössen AÙ mit den unteren vertauscht werden, während die 
RE R unverändert bleibt, so müssen gleichzeitig die 
Gleichungen (3) in (5) übergehen. "Mithin kann man das eine 
Gleichungssystem aus dem andern ableiten. Man gelangt 
jedoch zu dieser Einsicht auch, ohne die Art zu kennen, in 
der die Grössen R und AÙ aus den Elementen a) zusammen- 
gesetzt sind, wenn man nur beachtet, dass aus (1) und (4) folgt: 
(6) ur ur +: + Unn = ts + bs + + ls», 
und wenn man in dieser Gleichung für £, é u. s. w. ihre 
Werthe aus (3) einsetzt. 

Wir werden sagen, dass die Determinante Æ zu den Glei- 
chungen (1) und (4) gehört oder dass sie die Deter- 
minante dieser Gleichungen ist. 


Die Gleichungen (6) des vorhergehenden Paragraphen 
lehren: Sind » Gleichungen: 


0= ait + ab, +... + al, 
5 0 at + at +... + ab, 
H | 
0 — at + a” PA er 
(369) vorgelegt, bei denen dem Buchstaben a der obere Index 2 
nicht beigelegt wird, so erhält man 
(8) TE E UE ge 


n 1 


es sei denn, dass #, é, ..., Z, sämmtlich zu gleicher Zeit 
verschwinden. Damit auch die Gleichung 
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[297] besteht oder damit in (1) die Grössen v, u, u. s. w. 
alle zu gleicher Zeit verschwinden können, muss nach Glei- 
chung (1) des vorhergehenden Paragraphen 


(9) R== D 
werden. 

Auf dieselbe Art erkennt man, dass die Determinante A 
verschwindet, wenn es n + 1 Grössen 7, 7,,...,r, giebt, 


die nicht alle zu gleicher Zeit verschwinden und die so be- 
schaffen sind, dass die n + 1 Gleichungen: 


O= ar +ar, +:--+W" m, 


Un EE EH 


fg ar anne Gr, 


gleichzeitig bestehen. Multiplieirt man nämlich die vorstehen- 
den Gleichungen mit AU, AP, ..., AÙ und addirt, so findet 
man mit Hülfe der Gleichungen (1) und (6) des vorhergehen- 
den Paragraphen 

Ur rR ; 


und da nach der Voraussetzung mindestens eine Grösse r, nicht 
verschwindet, so zeigt diese Gleichung, dass die Determinante 
R verschwindet. So oft also die Gleichungen (7) oder 
(10) bestehen, und ihre Determinante Æ nicht ver- 


schwindet, müssen immer die Unbekannten Z, £,,..., £, 
oder 7, r,, ...,7, sämmtlich zu gleicher Zeit ver- 
schwinden. 


Wie auch die vorgelegten linearen Gleichungen (1) be- 
schaffen sein mögen, immer folgen aus ihnen die Gleichungen 
(3) ohne jede Ausnahme. Die Werthe der Unbekannten sind 
durch die Gleichungen (3) vollständig bestimmt, und zwar end- 
liche Grössen, wenn nicht etwa die Determinante verschwindet. 
Verschwindet aber die Determinante, dann werden die Un- 
bekannten entweder unendlich gross oder .bleiben unbestimmt. 
Wenn nämlich die rechten Seiten der Gleichungen (3) gleich- 
zeitig mit der Determinante verschwinden, nehmen die Werthe 
der Unbekannten die unbestimmte Form 

| d 
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0 D 


0 


an. Dieser Umstand giebt Veranlassung zu verschiedenen 
weiteren Untersuchungen. Zwischen den unendlich grossen 
oder unbestimmten Grössen können nämlich Beziehungen ver- 
schiedener Art stattfinden, und es können daher bei ver- 
schwindender Determinante verschiedene Möglichkeiten ein- 
treten. Man müsste nun Kriterien ermitteln, die den einzelnen 
Fällen eigenthümlich sind. Ich werde ein Beispiel aus der 
Geometrie anführen. 

(370) Ist eine Oberfläche zweiten Grades vorgelegt, so wer- 
den die Coordinaten des Mittelpunktes durch drei lineare Glei- 
chungen gegeben. Wenn die Determinante dieser Gleichungen 
nicht verschwindet, erhält man die Ellipsoide und die Hyper- 
boloide. Man erhält die Paraboloide, wenn die Determinante 
verschwindet, und die Werthe der Coordinaten unendlich gross 
ausfallen, und zwar in der Weise, dass der Mittelpunkt, freilich 
im Unendlichen, auf einer gegebenen Geraden liegt. Es ent- 
stel:t [298] ein elliptischer oder hyperbolischer Cylinder oder 
ein System von zwei sich schneidenden Ebenen, wenn die 
Determinante verschwindet, und die Coordinaten unbestimmt 
ausfallen, und zwar in der Weise, dass der Mittelpunkt wieder 
auf einer gegebenen Geraden, jedoch überall, liegt. Der 
Cylinder wird parabolisch, wenn der Mittelpunkt ins Unendliche 
rückt, und zwar in der Weise, dass er in einer gegebenen 
Ebene liegt. 

Man hat also, wenn die Determinante verschwindet, noch 
eine Mannigfaltigkeit von Fällen sehr verschiedener Natur zu 
unterscheiden, und man müsste algebraische Kriterien für die 
einzelnen Fälle angeben. Das scheint jedoch für eine beliebige 
Anzahl linearer Gleichungen recht weitläufig zu sein. 10) 


8. 


Laplace hat bemerkt, dass eine jede Determinante als 
ein Aggregat von Producten mehrerer Determinanten nied- 
rigerer Grade dargestellt werden kann!!). Damit verhält es 
sich folgendermassen. 

Man zerlege die Zahl » in mehrere andre Zahlen, zum 
Beispiel in vier, und vertheile dem entsprechend die Indices 
0,1,2,...,n auf vier Klassen. Es mögen etwa die Indices 
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0, 1, ..., die erste 
‘+1, kä... k die zweite 
k +1, £+2,...,7 die dritte 
2+1,2-+2,...,n die: vierte 


Klasse bilden !?). Solche Klassen mögen auf alle möglichen 
Arten an einander gereiht werden, ohne dass die Ordnung der 
Zahlen einer Klasse geändert wird, so dass also bei einer 
der so gebildeten Permutationen niemals ein Index vor einem 


kleineren Index seiner Klasse steht. Es möge 
al), at), ol n) 


RE 


eine solche Permutation sein, und 
Strates, ar) 

das Aggregat aller der Ausdrücke bezeichnen, die aus einem 
gegebenen Ausdrucke durch diese Permutationen hervorgehen ; 
dabei ist das Vorzeichen + oder — vorzusetzen, je nach dem 
die Permutation positiv oder negativ ist. 

Schreibt man nunmehr in den einzelnen Gliedern des Aus- 
druckes 


(0) ,(4) (i) li+1) (+9) ie (n) 
SZ Loti re ad" Oit irn AR. Um 


(371) statt der Factoren 


(0) Ju @ (+4) (+2) (k) 
LA CU APE D Al U ir aire Ee Bis H 
(k+1) (k+2) (1) la) Aa (n) 
A Eti a yet? D Gi D te SET Kehl En 
die Determinanten 
(0) A) (i) (+1) G+2) (k) 
> Ze o, o. here Be > SE Lit: Gite e o e uk? 
(k+1) (Era W S (+1) Haal (n) 
ZE arri CHE ef 2 0 12, le Po) 
[299] so wird: 
Gi (n) 
== à Æ 2.2/0 dy 
LE e (0) ,(1) OW Vru (+9) Ab 
ae E = Lo Fi Ze Lë Har ais RW 


(+4) (+2) (n) 
ang a Mn Ti KOCHER AE 
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. Der Beweis beruht darauf, dass man alle Permutationen 
erhält, wenn man die Indices zuerst so permutirt, dass die 
Indices der einzelnen Klassen ihre Reihenfolge beibehalten, 
und alsdann die Indices jeder Klasse auf alle Arten per- 
mutirt. Die Anzahl der Determinantenproducte, aus denen 
das Aggregat © besteht, ist: 


1.2.3...(r +1) 13) 

119.3 A RR GB E 300 0 

Durch die soeben entwickelte Formel wird die Ausrechnung 

einer Determinante erleichtert, sobald die Partialdeterminanten, 

welche die Factoren der einzelnen Producte bilden, einfache 
Werthe besitzen.“ 


93 


Wir wollen die Determinanten (n — 1)-ten Grades genauer 
untersuchen, aus denen durch Multiplieation mit Determinanten 
zweiten Grades A zusammengesetzt wird. 

Ist die Determinante 

R= E 
vorgelegt, so wollen wir das Aggregat der Glieder, die mit 
al ai) multiplieirt sind, 


Pal). ARE 
(1) ga Gr ` Ar 
nennen; f und f’ ebenso wie g und g’ dürfen beliebige von 
einander verschiedene Indices der Reihe 0,1, 2,...,» sein. 
In den Gliedern des Aggregates 
LI 
N: Abt, 


kommen keine Elemente mit den oberen Indices f und f’ und 
auch keine Elemente mit den unteren Indices g und g’ vor, 
denn ein Glied der Determinante F besitzt niemals zwei 
Faetoren mit demselben oberen oder unteren Index. (372) Ver- 
tauscht man daher die Indices f und f’ oder g und o mit 
einander, so erleidet Abt keine Veränderung, und es geht 
also der Ausdruck (1) über in 


(3) oi ll ab, 


LES 
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Durch dieselbe Permutation wird aber R in — R verwandelt, 
folglich ist (3) das Aggregat der Glieder von — R, die mit 
a a | 


multiplicirt sind, und es ist daher 
I) FA 
(4) — ag ap Aal 


[300] das Aggregat der Glieder von R, die mit eh a) multi- 
plieirt sind, oder “9 


5 Pi e A E RTE 
(5) AT re gr: 
Deshalb enthält À alle Glieder, die aus dem Producte 
à (f) al) — (éi FAN At. 
(6) (a, ai, Oé ) An m 


herrühren, und mit ihnen sind alle Glieder der Determinante 
R erschöpft, in denen zwei Elemente mit den oberen Indices f 
und f’ die unteren Indices g und g’ besitzen. Nun enthält 
aber jedes Glied von À zwei Elemente, von denen das eine 
den oberen Index f, das andere den oberen Index f’ besitzt, 
und ebenso zwei Elemente, von denen das eine den unteren 
Index g, das andere den unteren Index g' besitzt, denn die 
Elemente eines jeden Gliedes besitzen zusammengenommen die 
Gesammtheit der oberen und der unteren Indices. Mithin er- 
hält man R, wenn man alle Ausdrücke (6) summirt, in denen 
entweder f und f’ dieselben Werthe behalten, dagegen für g 
und o je zwei Indices der Reihe 0, 1,2,..., n genommen 
werden, oder g und g’ dieselben Werthe peba tan dagegen 
für f und Jf je zwei Indices der Reihe 0, 1,2,...,% ein- 
gesetzt werden. Werden daher für 2, d He D H je zwei 
verschiedene Indices der Reihe 0, 1, 2, ..., % genommen, 
während f, f’, 9, o gegebene Indices bedeuten, so erhält man 


m A (af af, eg) HR 


= Sfat a — - al) al A 


(7) 


Es ist leicht, auch die AN aus den Grössen Al, $ g' zusammen- 
zusetzen. Es war nämlich a l AP das e der mit all 
multiplieirten Glieder der Detérminante, und da diese Glieder 
ausserdem mit einem der Elemente 
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+ 


{ PAL R a 
al), af E EA ? 
das Element ae ausgenommen, oder auch mit einem der 
Elemente 
i r n" in) 
gor Agr, gl 202, Ag 


(373) das Element all) ausgenommen, multiplieirt sein müssen, 


so erhält man: 


(A) fr Ee (fr) SL (fr) e 
(8) AP = al AT aM AER +... + af) AGP 


1 g,n 
oder 
Mix ee f,0 H Li 3 in) An 
(9) A} = Ayı A + a, A o -—— Fay Ay gr 
wo beziehungsweise die mit a? und al} multiplicirten Glieder 


wegzulassen sind. 
Bezeichnet man zur Abkürzung mit (4, %') den Ausdruck 


(10) Ah, == (k, Lo ; 


so ist 

(k, k) = — Al, 
Aus (8) erhält man, indem für g die Zahlen 0, 1, 2,..., 2 
gesetzt werden: 
BON ane a affo, 1) Haf 0,2): +, 
AP = a)(1,0)+ 2 KHN EE ET WEE 
DU vleit, 98 e nt ëch 


AP —= a(n, 0) + an, 1) +- am, 2)+ + x 
Aehnliche Formeln lassen sich aus (9) ableiten. 

In den Gleichungen (11) verschwinden die Coefficienten 
von a), a) u. s. w. in der positiven Diagonale, während 
je zwei symmetrisch zu der positiven Diagonale gelegene Coef- 
ficienten entgegengesetzte Werthe besitzen. Das ist eine be- 


merkenswerthe Art linearer Gleichungen, denen man bei ver- 
schiedenen analytischen Untersuchungen begegnet 4), 


— 
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10. 


Ebenso wie wir durch Differentiation von R nach den 


Elementen a die An erhielten, so erhalten wir die AP 
indem wir R nach Ter Elementen a ag differentiiren. 


Aus der Erklärung des Aggregates AL, f o erschliessen wir 
nämlich die Formeln 


ae XR SNE: KR A 
9,9 dal) dal, dal) dal) 
(1) e BA) a AU) a AN) a A0) 
Lë CS ET g 
—m = A E ee O 
dh, da, day da, 


Setzt man in den Gleichungen (10) des $. pd und 4” an 
die Stelle von 4 und E. so wird: 


P dR (rm) dR ar d 
D So sat Ne er 
A 
dR ech: SE 
Dec Agr Ja + Oto YA —- ee + n KH 


(374) Diese Gleichungen wollen wir beziehungsweise nach 
den ege a) und al) differentiiren. In dem Falle dass 


i, t, i” und ebenso %, A, A” von einander verschieden sind, 
erhalten wir: 


= A A, 
(2) ’ H 

= agr Ach + Gun AL +: + a) Ay pr ° 
Wenn d gleich + oder ¿ oder A” gleich Ai oder Æ ist, ge- 
winnen wir: 
à — AP — ain A TA +, 
3 

AR MEER Am Em ar Aa. . ell Ami j 

E ET Or. E H Zë: 

In den Formeln (2) und (3) hat man 


AN Kl rin, = 
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[302] zu setzen oder die Glieder fortzulassen, in denen die 
oberen oder die unteren Indices von Ay, einander gleich 


werden. 
Multiplieiren wir die folgenden Gleichungen 


í 
0 = adr + ai Ak + at A, 


ez a, Ar + al A, +.. + CAS 
E A E PEUR 


(= 9A: Art CP ar) Be 
mit den Factoren 


i à à, nn te 
a, Li? AR ei MS Ak kr? Me d ENZ 


und summiren, so verschwinden nach (2) auf der rechten 
Seite alle Glieder, die mit Ar, Ap u. s. w. multiplieirt sind, 
ausser denen, die mit AS) und Aie multiplicirt sind, und diese 
werden nach (3) gleich 


vi AG AE 46) 
A ABU An 


Mithin ergiebt sich die Formel: 


i, DA __ 40) 46) 
(4) k. SSC EES A; A Ay A}, 
oder 
dR dR of ell CV 


(5) 


dal) dat, 7 pa) dab? dal) Ae 
Rechnet man die Producte aus, so wird identisch: 


Dep yo) UE AU 10) 
(4; A}, A}, A, ) a Ar 4, HI A}, ) 


+ (AD AE — A AP) (40, AU) — AD AT) 


+ (APAE) — 29,47) (A AE) — 40 A) = 


D 
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(375) Setzt man hierin (4) ein und dividirt mit R, so ent- 
steht die Formel: 
LP gir LD yir KEE E 
(6) Ay E pr T an än w TAg pr A 9: 
und auf ähnliche Art beweist man 
i, D es Pi i, Du gr f Dé à, i i à Déi 

Ken N e Ak wee Zreck wen: 

Mittelst einer anderen sehr bekannten Identität erhält man 
aus (4): 


| Ah Ak + AG) Ale + Ar An =i, 


=Q, 


(8) s Pi Si Gë ° EN eh 
an: + AP A + EE 
oder 
or WR òR dR dR PR 
SE SST EN Tan Peer. + D 77 Ki ` D E77 = ; 
ò ge ò ak) dal) ù a} dat, ù ak ew: al, ð De ò ab, 
9 
| ok ”R dk ”R dr EE 
Fa el dak? ò al, ò af) ù a ò al) ò a ò al ò ak, 


Ns A 

KS SE ee Wi A8 
(1 0) Ar FEI) ER A}, kr À}, Gs FT A}, A}, kr h 

aalt, AM A gah A® A0) 


Die vorhergehenden Formeln waren Bézout wohlbekannt, 
der sie bei verschiedenen Untersuchungen benutzt hat. 15) 


LT 


Die Formel (4) des vorhergehenden Paragraphen gehört 
einem allgemeineren Systeme an. Wir sahen in $. 7, dass die 
Gleichungen 

at Hat +: 7, mu, 
at+at +: F apin = 4 , 
(1) 


amt — ave, + ee + a bn = Un 
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zur Folge haben 
Au + d'u, +... + Au, = Rt, 


(2) Au + Au +... + Au = RÄ 


Ant Hub I Amies e 


(376) in diesen Formeln war 


(3) R= 3 aan. a 
At) =I + Dell E E ar) 16), 


Wir wollen einmal nur die Æ + 1 ersten Gleichungen (1) 
betrachten: 
ara tr tat Anl Te =u, 
d'tt aiti + taten nl, 
ad at Ha tan it ta ni 
Wenn man mit ihrer Hilfe 2, Z,,..., fr durch die übrigen 
Grössen d, Ék+o U- S- w. und durch a, %,, ..., Ug ausdrückt, 
so möge sich ergeben 
(5) Cr tr H Okarte t he fe Ha Du, t + Drug. 
In dieser Formel ist 


Gien A Lanka gt De aa ON 
Das erkennt man, wenn man beachtet, dass die Gleichungen 
(4) aus den Gleichungen (1) erhalten werden, indem x = k 
gesetzt, und an die Stelle von «;: 


(i) (i) (i) 
Ui ilan Det i aatra Tee in ke 


gesetzt wird. 

[304] Wenn man in ähnlicher Weise mittelst der n — # +1 
letzten Gleichungen (2) die Grössen Up, %y,,, ..., Un durch 
die übrigen ou, %,,..., Ug, und durch die Grössen tp, 4,1, 

., Én ausdrückt, so möge kommen: 


(7) Eu+ Eu, + + Hu = Fety + Fr kat + nn; 


GE 
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dabei ist 


k+1 nm ? 


E,= 3 + AP ge), 4m 
(8) | (k+1) 4% +0) (n) 
EX E +1 2 n 
Ay = EE A. E ES D 
Die Gleichungen (5) und (7) müssen mit einander überein- 
stimmen, denn durch die vorgelegten Gleichungen (1) lässt 


sich fr nur auf eine einzige Art durch #4,, ikto, -3 ns 
U, U,, ..., U, ausdrücken. Mithin muss 
Dr _ Er 
oder Or F D 
E aala. al Jl It GR SE 
Be nn a 
werden. 
Legt man in dieser allgemeinen Formel dem % die Werthe: 
CS ENT me EN > EEE | 
bei, (377) so ergiebt sich: 
ae ya AU 
Ergo. Bee # RAN 
CEV ET 
EE e AECH AR 
E Së Se AA... A" 
SEad Ss mar... AN 


Die erste dieser Gleichungen zeigt, dass 


n—A n (n—2 n—ı,n 
DENT A RE cat. ln RA 


ist, was mit der Formel (4) des vorhergehenden Paragraphen 
übereinstimmt. Wenn man ferner die ersten zwei, drei, vier 
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u. s. w. Gleichungen (10) mit einander multiplicirt, so ergiebt 
sich das Formelsystem: | 


(n—1) ,(n) ý x ` (n—2) 
| ES Se A A, = RA SE ad, an—?2 
E AE dal Dr e (n—3) 
KS ES A Ar =, = R “w — ad, . An—3 H 


CH = 
RL EN TE N NEN ke 


Diese Formeln lassen sich in die allgemeine Formel 


GA) JÆ+S ` AN ob ES 
(12) Z Æ 4;,, Ary He A, =R 2 e E, ... DE 


[305] zusammenfassen. Aus ihr erhält man viele andere, wenn 
man die Indices 


Dn AUS E TE 


auf alle Arten vertauscht. Wenn man zum Beispiel die letzte 
der Formeln ) so darstellt: 


(11 
RER EE 


4 2 n eNd n—1 
a Asa 
so hat man allgemein: 
(n) 
NS + r A" ` 
GEN = A, au a, 
dA). 
Setzt man 
| IRALA A=, 
so wird 
òr òr òr 
KE 


= R (Aa + À,a, +H: + Anan), 
oder nach §. 6: 
(13) bE E HE E A 


und das ist eine sehr bekannte Formel 18). 
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(378) 13; 


Setzt man nach (3) $. 6 an die Stelle der AŸ die Aus- 
drücke: 
(i) dR 
1 A} = 
H den 


so ergiebt sich aus den Formeln des $. 7, dass die vorge- 
legten linearen Gleichungen: 
u = at at, ki EE 
[a= SECH EE GC 
Un = AE + a + es + ant 
die Gleichungen: 


dk dR dk 

R.t = RE DE ATA i -+ Sg “n? 
dk dR òR 

(3) R A = da, —+ da! u, ER 4 à + dai Un; 
dR òR dR 

a CH E + ag Un 


zur Folge haben. 

[306] Vorgelegt seien Systeme linearer Gleichungen, bei 
denen die Coefficienten der Unbekannten stets dieselben sind 
und die sich allein durch die constanten Glieder unterscheiden. 
Als allgemeiner Typus solcher Gleichungen kann gelten 


at + su He: 4. = dëi, 
(a) at FF au +. + = 007, 
am) a tH + a — dai g 
aus diesen Gleichungen mögen # + 1 vorgelegte Systeme 


erhalten werden, indem man an die Stelle von Æ die Indices 
LENS ET n setzt. 
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Die Werthe der Unbekannten, die dem Gleichungssysteme 
(4) entstammen, wollen wir 


(k) 
E EE 
nennen. Dann wird nach (3): 


dR 
day 


dk 


Wen 
SÉ ra Geier PU ge) Kë 
k 


(5) R. di = 


Wenn man mithin dem Index E sämmtliche Werthe 0, 1,2, ...;,# 
beilegt und dann summirt, so ergiebt sich die Formel: 


(6) R(+H+E+... +8) =0R 
(379) oder auch 
(7) et HM = 0 log R 


Der Ausdruck auf der linken Seite!) vorstehender Formel 
ist die Summe des Werthes der ersten Unbekannten aus dem 
ersten Gleichungssysteme, des Werthes der zweiten Unbe- 
kannten aus dem zweiten Gleichungssysteme u. s. w. Wenn 


ich ferner einer Function U der Elemente a) das Varia- 


tionszeichen — d — vorsetze, so verstehe ich darunter die 
Summe 
(8) DURS dat day, 


wo die doa) beliebige Grössen bezeichnen, während die Summe 


über alle Werthe 0, 1,...,» der beiden Indices oder, was 
dasselbe ist, über sämmtliche Elemente der Determinante zu 
erstrecken ist. 


Machen wir die Annahme,- der Typus der vorgelegten 
Gleichungen sei 


| ol Halte +. ne = dm + (0,4), 


J (k) AL r l 
(9) WET aits u Ann ER dar, e (1, À), 


Fa gd) st SE el 3: SE e E ar dal + (n, El, 


Ge 
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so verwandelt sich die Formel (5) in die folgende: 


[307] m — IR = ; IR: 
òR | AR dk 
SS da; (0,4) 1 da zi k) S ee da da k), 


und es verwandelt sich daher die SE (6) in die 


Du BULK HE AS D 


wo die Summe auf alle Werthe 0, 1, 2,..., n der a ‘ und 
k zu erstrecken ist. 

Wir wollen annehmen, dass zwischen den Coefficienten 
der vorgelegten linearen Gleichungen die Gleichungen 


De 
ak == d; 


bestehen, sodass auch die Grössen 


einander gleich werden ($. 6). Wir wollen ferner voraus- 
setzen, dass die Grössen (í, E bei Vertauschung der Indices 
i und # entgegengesetzte Werthe annehmen oder dass 


(12) (k, i) = — (i, k), (k, k) —0 
ist. (380) Alsdann verschwinden in der Summe 
dR 1. 
en E 
dal) H ) 


die Glieder 


Ek 
| sa Pr 
und die Glieder 
af dR 
3 Ie 
dal ( 7 ) da) (k, d 
OG H 


zerstören einander, wenn 2 und E verschieden sind. Mithin 
verschwindet die ganze Summe 
Ostwald’s Klassiker, 77. 3 
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AD OR 
a LE 
D 


und wir erhalten folgenden Lehrsatz. 


Lehisatz. 
»Vorgelegt sei ein System linearer Gleichungen 


oi 1 aM HL... + à #0 = da, + (0,4, 


n n 


at + o Wie REES e = EE 


[308] in denen 
(0) — alh) 
ge OI 
k t 


ist, und wo die Grössen (2 
Bedingung 
(i, h) =— ZE 


Aus dem vorgelegten Gleichungssysteme bilde man n + 1 
Systeme, indem man für Æ die Indices 0, 1,2,...,» 
setzt, und berechne aus dem ersten Systeme den Werth 
der ersten Unbekannten, aus dem zweiten den der zweiten 
u. s. w. Dann ist die Summe aller dieser Unbekannten 
gleich der Variation des Logarithmus der Determinante 
der vorgelegten Gleichungen oder es wird 


d KEE EE ar, seg log IE aa a 


Mittelst dieses Lehrsatzes lassen sich unter Umständen 
schwierige Aufgaben der Analysis lösen, die auf den ersten 
Anblick ausserordentlich verwickelt erscheinen. Hierfür werde 
ich bei einer andern Gelegenheit Beispiele geben 20). 


, k) beliebig sind bis auf die 


(381) HE 
Wir wollen 


(1) eh) = Sal ql”) -— al? a) + ali) al) —— Ses —— al) al) 
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à i) É 
setzen und die zu den Elementen ell gehörige Determinante, 
die wiederum (v + 1)-ten Grades ist, P nennen, sodass man 


(2) ; P—Ztcc,... dl 
hat. Dann ist das Product 
Eed, o — + Saa. Soa Soa... Sara). 


Dieses Product von Summen lässt sich durch eine einzige 
Summe darstellen: 


SEAT N. Mur: Pt: tt n n 
E Ceit == OE A SOA AE NOAA AER a, al, 


(4) 
] r 

ee. n 
= ES Dan mr: ol ln -am Am- ae 


wofern man das Summationszeichen © nur auf die unteren 
Indices m, m’ u. s. w. bezieht, denen man sämmtliche Werthe 


DAR. ed 
zu ertheilen hat. 

Permutirt man die oberen Indices der Grössen c, so er- 
leiden die oberen Indices der Grössen œ dieselben "Permu- 
tationen; permutirt man dagegen die unteren Indices der 
Grössen c, so erleiden die oberen Indices der Grössen o die- 
selben Permutationen. Aus der linken Seite der Gleichung (4) 
geht die Determinante P hervor, wenn man die oberen Indices 


Gh 


von c auf alle Arten permutirt und gleichzeitig das positive 
oder das negative Vorzeichen vorsetzt, je nach dem die Per- 
mutation positiv [309] oder negativ ist. Deshalb erhält man 
P aus dem Ausdrucke 


n 


` (GR Last 


0 (n) (n) 
SE mn Ep + +: Em Ga Gent Win 


wenn man die oberen Indices von ce auf alle Arten permutirt 
und das positive oder das negative Vorzeichen vorsetzt, je 
nach dem die Permutation positiv oder negativ ist. Mithin 
wird: 
(5) P= S (am Ga SOS I A EE St 
Nach der Fundamentaleigenschaft der Determinanten ver- 
schwindet aber die Determinante 

3% 
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X r (n) 
DE Am Om +. Ga? 


so oft von den Indices 
, (n) 
m RE 


irgend zwei einander gleich werden. Deshalb genügt es, 
in der Gleichung (5) das Zeichen © auf sämmtliche Systeme 
von einander verschiedener Werthe der Indices m, m’ 
u. s. w. zu beziehen (382), die man aus der Reihe der Indices 
0,1, 2,..., p entnehmen kann. 

Wir unterscheiden nunmehr drei Fälle, je nach dem p < z, 
Dies Meet, > nat. 

Es sei p < n. Dann ist es unmöglich, den Indices m, m’, 
..., m(®), deren Anzahl v + 1 ist, von einander verschiedene 
Werthe beizulegen, die gleichzeitig der Reihe der p —+ 1 Indices 
0,1,2,..., p angehören. Deshalb verschwindet unter allen 
Umständen die Determinante 


a) 


Sie o 
e EE 


und daher das ganze Aggregat, das durch das Zeichen AN zu- 
sammengefasst wird. Deshalb erhalten wir folgenden Lehrsatz. 


Lehrsatz I. 
»Es sei 
Ne: a n nu 
ch) == al) a”) + al) al ) ER SA -= e a 4 
So oft p < n ist, verschwindet die Determinante 


K 
E +ec'c!... em) .« 
An 2 n 


Untersuchen wir jetzt den zweiten Fall, der am wich- 
tigsten ist. i 

Es sei p — n. Die von einander verschiedenen Indices 
m, m',..., m™) hat man aus der Reihe der Indices 0, 1, 2, 
...,% zu nehmen, und da ihre Anzahl beide Male dieselbe 
ist, so müssen die Indices m, m’ u. s. w., von der Reihen- 


folge abgesehen, mit den Indices 0, 1, 2,..., n überein- 
stimmen. Deshalb findet man P aus der Formel: 
= Soie Ya OS 
n n 


hierin sind die unteren Indices 0, 1,... auf alle Arten zu 


A 
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permutiren, jedoch mit der encre dass in jedem 
der beiden Factoren 

GER a), DENT: a 
[310] dieselbe Permutation angewandt wird. Bei diesen Per- 
mutationen wird aber die Determinante 


Saal... 0 
n 


entweder gar nicht geändert, oder sie ändert nur ihr Vor- 
zeichen, je nach dem die Permutation positiv oder negativ ist. 
Wir finden deshalb P, indem wir in dem Ausdrucke 
£ aal... a. Soe... a 
4 n A n 
die unteren Indices der a?!) auf alle Arten permutiren und 
das positive oder negative Zeichen wählen, je nach dem die 
Permutation positiv oder negativ ist. 
Setzen wir mithin 


(6) Sao. R, BE e E? 
so wird 
(7) Pt SE E 


Diese Formel ist der wesentliche Inhalt des folgenden, für 
unsere Untersuchungen fundamentalen Lehrsatzes. 


[383] Lehrsatz II. 


»Sind irgend zwei Determinanten desselben Grades 
gegeben, so lässt sich ihr Product als eine Determinante 
desselben Grades darstellen, deren Elemente ganze rationale 
Functionen der Elemente der vorgelegten Determinanten 
werden. Oe man nämlich 


ol — alt h D al GË Ze + alt) a%) 


n Nn 


und 
R=Z-taa}...a®, P=S+ou..a"), P=I=ee!...c®, 
4 n? n n 
so wird 


P= PR% 


Aus dem vorstehenden Lehrsatze ergiebt sich der allgemeinere: 
Sind beliebig viele Determinanten desselben 
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Grades gegeben, so lässt sich ihr Product als 
eine Determinante desselben Grades darstellen, 
deren Elemente ganze rationale Functionen der 
Elemente der vorgelegten Determinanten sind. 
Wenn in dem Lehrsatze II. vorausgesetzt wird, dass die 
beiden Determinanten von demselben Grade sind, so ist das 
unwesentlich, denn wir haben in 8.5 gesehen, dass jede Deter- 
minante (m -+ 1)-ten Grades 
Stoe!... a) 
$ m 
auch als Determinante höheren Grades angesehen werden kann. 
Ist m < n, und machen wir die Annahme, dass sämmtliche 
Elemente 
En GE ZE ar 
bei denen der untere Index kleiner als der obere ist, ver- 
schwinden, während 


gm) „mal: ae 
En nr 0 i 
ist, [311] so kommt nach $. 5, IV.: 
X + aala! ... a") = 5 + «al... a" 
172 n 1 m d 


In diesem Falle wird also 
(8) Zt aala... Soe, a") = 3 + core... cm 
m n 1 
oder man hat den 
Lehrsatz II. 
»Es sei für die Werthe 0, 1, 2,..., m des Index 2: 
CP OP OA OP) ) (A 
e = ad al ) + a” al ] = EE =- a? al) 


und für die Werthe des Index 2, die grösser als m sind: 


GF al) a'®) 2 KE 
er 1 SCH Le Lx el a i+2 La À Ze këng: 
(384) Alsdann ist: 
ee RE. am) 3 I aan. al) I 2 oo 
n n 


Auf der linken Seite der Gleichung (8) kommen diejenigen 
Elemente « nicht vor, deren oberer Index grösser als m ist. Man 


Ke 
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darf mithin in dem vorhergehenden Lehrsatze über die Werthe 
dieser Elemente willkürlich verfügen. Nehmen wir an, dass 
sie verschwinden, so wird für © = m: 

oli) — al) a” + elt af) == LEE —- ol) all 


m m? 


MER >> m: 


14. 


Wir kommen zu dem Falle, dass p >» ist. Nach der 
Formel (5) des vorhergehenden Paragraphen wird P die Summe 
der Ausdrücke 


al”) 


Pr r 
re 0 
m0 ? 


Amtn - » - Dr Mem 
wo für die Indices m, m’ u. s. w. alle Systeme von je 
n + 1 von einander verschiedenen Werthen aus der Reihe 
der Indices 0, 1, 2, ..., p zu setzen sind. Wählt man also 
aus der Reihe 0, 1, 2, ..., p irgend welche » + 1 ver- 
schiedene Zahlen, so dürfen diese Zahlen in jeder beliebigen 
Reihenfolge für die unteren Indices m, m', ..., m”) ge- 
nommen werden. Man hat also zuerst bei jedem solchen 
Systeme von v + 1 Zahlen alle Permutationen vorzunehmen 
und dann die einzelnen so entstehenden Aggregate von je 
1.2...(» + 1) Gliedern zu summiren. Durch jene Per- 
mutationen der unteren Indices m, m’ u. s. w. wird aber die 
Determinante 


a) S 


S s 
ao Ne 
md 


r 
m Ur SG 


entweder nicht geändert, oder sie ändert nur ihr Vorzeichen, 
je nach dem die Permutation positiv oder negativ ist. Deshalb 
wird 
EE ee NER al 
[312] oder P wird ein Aggregat aus 
A Helge H AFD Lëck OA E la +2) 


1.2.3.:.(n +1) 1.2.3...(p —n) 
Producten von je zwei Determinanten 
4 n 
E N SEH LEE a, 
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die man erhält, wenn man alle Systeme von n + 1 ver- 
schiedenen Zahlen aus der Reihe? 0,712" ©. p efri 
unteren Indices m, m', ..., m nimmt. 

Wir haben also folgenden Lehrsatz: 


(385) Lehrsatz IV. 
»Man bilde die Producte von je zwei Determinanten 


y n SE 7 n 
Z E Ga Ga --- e "e Em fat : - - gie? 
indem man für die unteren Indices m, m’ u. s. w. alle 
Systeme von » + 1 Zahlen aus der Reihe 0,1,2,...,p 
nimmt, wo p >n ist. Dann ist die Summe aller dieser 
Producte gleich der Determinante 
(n) 


ER 
n 


p 
Gs H 


deren Elemente ar die Formel 


pype: a .. + a) O. 
e? al Jata a ere - = E 
gegeben werden. o 


In dem besonderen Falle, dass für alle Werthe von © 
und m2)_ 


où — alt 
m m 


ist, erhält man aus den vorhergehenden Lehrsätzen den fol- 
genden 


Lehrsatz V. 
Man setze 


OE A) = ls) E) AT (t) glk) 
% e aa ae de Ne , 
und es sei die Determinante 
Sy cel i.. el — Pr 
Y 


Ist p< n, so wird 
dee D 
It p = n, so wird 


Lil 2 
er ege, 


It p œn, so wird 


SE 
7 
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A "e 4 (n) (8 
P=S EE am Ga +. ya» 


wofern man für die unteren Indices m, m u. s. w. alle 
Systeme von 2 + 1 verschiedenen Zahlen aus der Reihe 
0,1,2,...,2 nimmt.« 


us folgt als Corollar, dass die Determinante 


KO CR! 
n 


[313] sobald die Grössen ol reell sind, nur dann 
verschwinden kann, wenn die Determinanten 
SES E (n) 
Ra: e 


jede für den verschwinden. 
Die Lehrsätze II. und IV. hat Cauchy an dem angegebenen 
Orte bewiesen 291. 


(386) 15, 
Vorgelegt seien die linearen Gleichungen 
s er GR, + + er, 


deten, Ho tom =, 
(1) | 
cr + eue, + ce + me, =, MÉI. 
hierin ist 


(2) ci) — ol a + ell al) DE. e el ai? 

(3) yÙ = az + al?) (E CEV vi d 2), 

Diese Gleichungen entstehen, wenn die p + 1 Gleichungen 
ac + dzd- + ax, =l, 

(4) az + AE +: + az, = 1, 
dpt + CAE nan A7 EP A. ly 


mit den Factoren 


al, elt el 


multiplieirt und addirt werden. 
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Ist p< n, so verschwindet die Determinante der Glei- 
chungen (1) nach dem Lehrsatze I. des $. 13, und in diesem 
Falle sind die Werthe der Unbekannten entweder unendlich 
gross oder unbestimmt. Dass sie hier unbestimmt sind, er- 
kennt man so. Die Gleichungen (1) sind befriedigt, sobald 
die Gleichungen (4) befriedigt sind. Ist aber p < n, so ist 
die Anzahl der Gleichungen (4) kleiner als die Anzahl der 
Unbekannten, und man kann daher jene Or auf 
unendlich viele Arten befriedigen. 

Es sei jetzt p = n. Setzen wir wiederum 


(5) PRE ECO NRA 


so erhalten wir als Lösung der Gleichungen (1): 


dP de dP 
=— — A 3 2E 
Ee dc dc 7 37 er ac 7 
oP go Ve Se 


dP n(m) 
dc) o s 
n 


[314] In diese Werthe wollen wir für die y die Ausdrücke 
(3) einsetzen. Dann möge kommen: 


Ta 


RN, 5 
EE, 2 


(387) Dasz Bl + BI +... + Poly» 
(m | Pa, Be E 
| Prr = BO en rer an. 
Hierin ist 
N dP a D a P 
Lë SC E A 
(8) Pm A "m Ò Ch We dc "de an del) - 


Diese Ausdrücke lassen sich nach (2) auch so schreiben: 


| oa "AP Ae. AP Ae dP don 
(9) gi = A ` L A 71 FA e ENG SR FA x 
Ck da CZ da” DEP 
m m k m 
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Von allen Grössen c enthalten einzig und allein die Grössen 
EEE di 

das Element e, und es wird daher, wenn man P mittelst 

der Formeln (2) durch die Grössen œ und o ausdrückt: 


(10) EA a 


Mithin lassen sich die Werthe der Unbekannten (7) durch 
folgende Formeln darstellen: 


a dP dP 
2 ec el EEE 48 
N er on ne À day lp» 
dP DE a 
(11) et N en 
dP a P a 
E Tn Se ð (n) 2 dal”) li 213 Gs An à al) p 
P? 
Wir wollen wiederum 
OI Ia E AE AE am, Un PS Eu Pre oa, 
setzen und das Summationszeichen — AN — auf alle Systeme 


der m, m’, ..., m™ erstrecken, in denen m, m’ u. s. w. gleich 
n verschiedenen Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, ..., p sind. 
Dann ist nach Lehrsatz IV. des vorhergehenden Paragraphen: 


(13) Ee 
Setzt man diese Formel in (11) ein, so kommt 
dR DR. on 
{S.PR} z = FH lune ah, 


e d d SE 
S EE ra St 
e dR òR E 
EIER Kat mt rm 
1 
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[315] (388) In den Ausdruck À treten nicht alle Elemente 


að, af, ..., dl 


ein, sondern nur die Elemente 


i 
na at), ag dhh: 
Deshalb lassen sich die Werthe KC auch so schreiben: 
òk 
{S.PR}r pt” RER, N 
Am Am EE | 
dR dR 
qs) SPA E IaH a ln 
m m 
e dR 
Lë, Pra, =s P fèt Laser; mt ae an) Imot: 
Tn Tal mm 


Bezeichnen wir mit 


al, (x), ERR (Zn) 
die Werthe der Unbekannten x, Z, ..., Zn, die den n +1 
Gleichungen aus dem Systeme der Gleichungen (4) mit den con- 
stanten Gliedern 

De lnm 


m’) neuen m 


genügen, so sind die Klammerausdrücke, die auf der rechten 
Seite der Gleichungen (15) unter dem Summenzeichen, mit P 
multiplicirt, vorkommen, gleich 


Re) ar), R a Ets 
und es lassen sich die Formeln (15) nunmehr so schreiben: 
VERZ Eh, 
E E e 


(16) 
LR PRES ~ SIE ren 
Mithin: ist 
_S{PR.()} ` SPR EA SPR. (z) 
leng o Ar EE 


das heisst, man hat folgenden Lehrsatz: 
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Lehrsatz I. 
»Wenn man irgend welche n + 1 der p + 1 Glei- 
chungen (4) combinirt, z. B. die (m + 1)-te, (m'+ 1)-te, ..., 
(m) + 1)-te, so mögen sich als die Werthe der Unbe- 


kannten T, x, ev an. Ze ergeben 
(389) ` Reiter, 
Man multiplieire alle diese Werthe mit derselben Grösse 
DR 22.204... ex, SE el, 
[316] und bilde für alle diese Combinationen, deren 
Anzahl 
(p+1).p...(p—n+ APE REP USE) 


1.2...{(n +1) DNS EPP Te" 
ist, jedesmal die Producte 

Free PR EN 5 PR. 
Summirt man und dividirt noch durch die Summe der 
PR, so bekommt man die Werthe der Unbekannten, die 
durch die Gleichungen (1) bestimmt werden: 
S{PR.(z)} S{PR.(z,)} S{P R. (£n)} 

e E E 

Ist wiederum 


E | 


PR) 
m m 


so gehen die Gleichungen (1) in die folgenden über: 

ae + (aa), + :::+ (aa™)z, = (al), 

(18) (e az (a'a)x, +... + (a'a))x, = (al), 
(a (ele + (a E (n) vis He + (aM am) x, = (al); 


hierin ist 


(a) al”) — (al) alt) — BO a) — aa EE ale H = ni CA i 
(a) = VO LE a) Le HH. + di 4 


Die Gleichungen (18) sind dieselben, die zur Bestimmung 
der Unbekannten x, z, u. s. w. durch die Methode der 
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kleinsten Quadrate angewandt werden, wenn die Beobach- 
tungen eine Anzahl von Gleichungen (4) geliefert haben, welche 
die Anzahl der Unbekannten übersteigt. Setzt man nämlich 


ER , (n) pE 2 
U = Sy (amt EC ee BE bn) 


wo die Summe A auf die Werthe 0, 1,...,p von m zu er- 
strecken ist, so stimmen die: Gleichungen (18) überein mit 
diesen: 


dU 
4 —=0, ES N eh 
4 


für welche U den kleinsten Werth erlangt. 
Wir haben daher folgenden Lehrsatz: 


(390) Lehrsatz IL 
»Vorgelegt seien die Gleichungen 


az + a'z, + a'z, +... + ax, IR 


| 


az + alt, + dit, +. + aa, = 1, 
apt + apt, + apt, + + En = lp, 


[817] deren Anzahl die Anzahl der Unbekannten über- 
steigt. Aus jedem Systeme von » + 1 der vorhergehenden 
Gleichungen möge der Werth einer der Unbekannten be- 
rechnet und mit dem Quadrate der Determinante dieses 
Systems, RR, multiplieirt werden. Nachdem dies für 
die einzelnen Combinationen der vorgelegten Gleichungen 
geschehen ist, bilde man die Summe aller dieser Producte 
und dividire sie durch die Summe aller R R. Durch dieses 
Verfahren erhält man denselben Werth der Unbekannten, 
den man findet, wenn man die vorgelegten Gleichungen 
mittelst der Methode der kleinsten Quadrate behandelt.« 


Es ist noch zu bemerken, dass die Werthe aller Unbe- 
kannten, die aus derselben Combination der vorgelegten Glei- 
chungen hervorgehen, nach dem vorstehenden Lehrsatze mit 
derselben Grösse RR multiplieirt werden, die daher bei den 
Anwendungen auf die Methode der kleinsten Quadrate 
passend als das Gewicht der betreffenden Combination 
bezeichnet wird; dieses Gewicht darf nicht mit dem Gewichte 
des Werthes der Unbekannten verwechselt werden. 
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16. 


Aus den Gleichungen (18) des vorhergehenden Paragraphen 
möge folgen 


P.x = H(al) + Hal) + -..+ Ha), 


wo P wie oben die Determinante dieser Gleichungen bezeichnet. 
Die Astronomen pflegen die Grösse 


P 
g=? 


das Gewicht der Unbekannten z zu nennen oder besser das 
Gewicht der Bestimmung der Unbekannten x, die aus der 
Combination aller Beobachtungen mittelst der Methode der 
kleinsten Quadrate gewonnen wird. 

Setzt man an die Stelle von (a®a*)) wieder das Element 
Sch so wird 


Dane, en dÉ e Reie ell 
Mithin ist nach Lehrsatz V. des S 14: 
, "n 2 
P= S = St äm Am’ lm" Ge a) ; 
H — Si: Ee e de S 


wofern bei der ersten ‚Formel für ‚m, m’, mM)... , MC bei 
der zweiten für m’, m’, ..., ml") auf alle SEH Arten 
beziehungsweise 7 ar 1 "oder n verschiedene Zahlen aus der 
Reihe 0, 1, 2, ..., p (391) genommen werden. 

Combiniren wir nur so viele Beobachtungen als Unbekannte 
vorhanden sind, zum Beispiel die Beobachtungen, die den 
Grössen 

Eng A 
entsprechen, so hat z, wenn es durch diese Combination be- 
stimmt wird, das Gewicht: 


UK 
jz a) ai... a) 


bé ii 


wofern in dem Nenner unter dem Zeichen A für die unteren 
Indices [318] auf alle verschiedene Arten x verschiedene von 
den n 1 Indices 0, 1, 2,..., n genommen werden. Nennen 
wir die Grösse 
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+ ajaz... eil = RR 
à n x 
das Gewicht der Combination, so ist 


HE SE ail = RE 

($) 
ein Bruch, dessen Nenner das Gewicht von v ist, wenn & 
durch diese Combination bestimmt wird, und dessen Zähler 
das Gewicht der Combination, AR, bildet. 

Die Grösse 
SE e e Net 

die in dem vorstehenden Aggregate vorkommt, begegnet uns 
auch bei andern Combinationen, nämlich bei denen, die den 
Grössen /,, Z, ..., /,_, und einer der übrigen lp, Jann lp 
entsprechen, also bei 

Dale 


Combinationen. Wenn wir daher für die einzelnen Combina- 
tionen von je n + 1 der p + 1 Beobachtungen, und diese 
Anzahl genügt zur Bestimmung der Unbekannten, das reeiproke 
Gewicht von x bestimmen und mit dem Gewichte der Com- 
bination multiplieiren, so ist die Summe aller dieser Droduete 
gleich der Grösse 


© r " In) 12 
(AET RS |x E dm äm" à à am! mel n) H 
oder es wird : 


siy ll loH n 


mithin 
y ER 
RE ONE E 
E 


Vermöge dieser Formel wird das Gewicht % einer Un- 
bekannten, die nach der Methode der kleinsten Quadrate aus 
allen p + 1 Beobachtungen bestimmt ist, ausgedrückt durch 
die Gewichte derselben Grösse, die man bei eben so vielen 
Beobachtungen erhält, als die Anzahl der Unbekannten beträgt, 
wenn noch die einzelnen Gewichte der Combinationen, 
RR, zu Hilfe genommen werden. (392) Wir sehen, dass ein 
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gewisser Mittelwerth der Grössen a der auf der linken Seite 
der vorhergehenden Gleichung gebildet wird, nicht gleich 13 ist, 
wie das nach dem Lehrsatze II. des vorhergehenden Paragraphen 
bei den Werthen der Unbekannten eintritt, sondern gleich = 


mal p + 1 — n, das heisst mal dem Ueberschusse der um 
eine Einheit vermehrten Anzahl der Beobachtungen über die 
Anzahl der Unbekannten. Das stimmt sehr gut, da die Ge- 
wichte der Bestimmungen mit der Anzahl der Beobachtungen 
wachsen. 


Königsberg i./Pr., den 17. März 1841. 
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[860] (441) ` 
Ueber die alternirenden Functionen 


und ihre Theilung durch das Product aus den Differenzen 
der Elemente, RS 


Von 
C. G. J. Jacobi, 


ord. Prof. d. Math. zu Königsberg. 


Journal für die reine und angewandte Mathematik. Bd.22. S. 360—371. 


IL 


Vandermonde hat vor langer Zeit die elegante Bemerkung 
gemacht, dass die Determinante 


Sn (n) 
2 — 4j UM... 


wenn man die [oberen] Indices in Exponenten verwandelt, in 
das Product übergeht, das aus den Differenzen aller Elemente 


p KEE 
gebildet ist: ; 
P = (a, — a,) (a, — a,) (a, — gel (an — ao) 
(a, — a,) (a, — a) (ay — &) 
(a, — a) (ay —.&:) 


(an — an) ”). 
Man beweist das folgendermaassen. 
Eine Function, die bei einer gewissen Permutation der 
Elemente den entgegengesetzten Werth annimmt, kann kein 
Glied enthalten, das bei dieser Permutation ungeändert bleibt; 
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sonst müsste nämlich auch das entgegengesetzte Glied vorhanden 
sein, und 'beide Glieder würden sich gegenseitig zerstören. 
Mithin können in der Entwickelung des Productes P, das ja 
bei der Vertauschung von zwei Elementen den entgegenge- 
setzten Werth annimmt, keine Glieder 


En 
n 


atoa taga n iiia 
vorkommen, in denen zwei oder mehr Exponenten einander 
gleich sind, denn Glieder dieser Art ändern sich nicht, wenn 
man die beiden Elemente mit einander vertauscht, die zu der- 


selben Potenz erhoben sind. Folglich können die Exponenten 


Dou: Li, Genen Un 


nur ganze, positive, von einander verschiedene Werthe an- 
nehmen, und da die Summe aller Exponenten gleich der 
Dimension des Productes P: 


In(n —1) 
(442) sein muss, so können diese Exponenten nur 
ER, nz n 


H H 


sein, [361] denn die Summe irgend welcher andrer, von ein- 
ander verschiedener Exponenten würde die Zahl 4»(n + 1) 
übertreffen. 

Ferner können die Coefficienten der Glieder, in denen 
“5, & u. s. w. alle von einander verschieden sind, keine 
andern sein als 


Bars ee? 


EEE 

ES H 
denn man erhält diese Glieder bei der Ausführung des Pro- 
ductes nur auf eine einzige Art. Zum Beispiel erhält man 
das Glied 


n 


0 al g2 
doti a... a, 


nur, wenn man bei den einzelnen Factoren 


An — Ans) an — Ina Ay Any -+3 An — do; 
Tps ~ Haan Ann Ans seen Mma Ons 

Uno Mm-3 3 -3 n= do) 

d — y 


die ersten Terme mit einander multiplicirt. Die Entwickelung 
des Productes P entsteht also aus dem Gliede 


4* 
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SE 2 n 

2 aa dir. a), 
wenn man die Elemente @,, 4,,..., a, oder auch die unteren 
Indices 0, 1,2,..., n auf alle Arten mit einander vertauscht. 


Dabei sind ausserdem die Vorzeichen durch das Gesetz be- 
stimmt, dass bei der Vertauschung zweier Indices das Aggregat 
aller Glieder den entgegengesetzten Werth annimmt. Das ist 
aber gerade die Bildungsweise einer Determinante, wofern die 
Exponenten als Indices angesehen werden. 

Das Vorstehende zeigt, dass bei der Entwickelung des 
Productes P nur sehr wenige Glieder übrig bleiben, während 
bei weitem die meisten sich gegenseitig zerstören. Denn mul- 
tiplieirt man 

Inn + 1) 
binomische Factoren, so erhält man die Anzahl von 
9% n(n + 1) 


Gliedern, von denen nur die 


1,2, 3 De 
übrig bleiben, welche den Permutationen der # + 1 Indices 
entsprechen. 

Ist etwa n — 5, so bleiben von 32 768 Gliedern nur 720 
übrig, während alle übrigen sich gegenseitig zerstören. Es ist 
daher richtiger, die Entwickelung des Productes dadurch zu 
erklären, dass es sich wie eine Determinante verhält, als um- 
gekehrt zu verfahren ?®). 


2. 


[862] (443) Aus den bekannten Eigenschaften der Deter- 
minanten entspringen ähnliche Eigenschaften der Grössen P. 
Man erhält zum Beispiel nach einander für drei, vier u. s. w. 
Elemente die Grössen P vermöge der Formeln: 


(a, — 4,) (a, — a) (a, — a) = Ai Ga (0, — 4,) 
+ ag tolto — gel 
+ aa (a, a); 
(a, — Gul ës — Go) (a, — Go) (23 — à) (a, — a) (a; — a;) 
SCH a, O lz (a, — a,) (a, — a,) (a, — a) 
d 4,4, (0; — Aa) (a, — aa) (a, — a) 
+ 4,450, (a, — 43) (a, 4) (a, — ga 
4,4, (a, — gel (ao — Gul (as — à) 
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Jede horizontale Linie erhält man aus der darüber stehenden, 
wenn man jeden der Indices 0, 1, 2 u. s. w. in den unmittel- 
bar darauf folgenden verwandelt und den letzten in den ersten, 
wobei man noch das Vorzeichen zu ändern oder unverändert 
zu lassen hat, je nach dem die Anzahl der Elemente gerade 
oder ungerade ist. 

Ist die Anzahl der Elemente gerade, so giebt es folgende 
bequeme Darstellung der Grösse P. Wir bezeichnen mit 


(to; CE Kit EES) 
irgend eine Function von Grössen, die mit den Indices to, 2... wf 
behaftet sind. Ist nun das Aggregat zu bilden: 
A fe dr Zenn m) (to; bn en ce; m-a tm) 
ge S S 

+ Zen fannen Zon fal 

Se, fan Ban +.) Los dä 

+ (nz or Ur <<» meer Uma) 


so will ich das andeuten, indem ich sage, die Indices 


> Zo: dÉ La) ce.) îm 

durchlaufen einen Cyklus. Dabei ist die Reihenfolge, in 
der die Indices cyklisch angeordnet werden, streng festzu- 
halten. 

Nunmehr kann man die Grösse P so darstellen. Man bilde 
den Ausdruck: 
(a, SA? ty) la; SE da) TEA (an Fpi ah 2 az a; a, a; agus De a H 
den ich, damit das Gesetz deutlicher hervortritt, so schreiben 
will: 


2 NA. 


(a, —a,)(a5—4;)..-(An nm -,) Z (a04,)" (a303)? (a,0,)".. (ann) S 


_ [363] unter dem Zeichen > sind die Exponenten 


RE VE Be | 
auf alle Arten zu permutiren. 
(444) In diesem Ausdrucke mögen zuerst die drei Ele- 
mente 
e One m-ı, In 
einen Cyklus durchlaufen, darauf die fünf Elemente 


Anar Ans) In-aı Ana: An) 
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und so fort, so dass zuletzt die Elemente 
e E 
einen Cyklus durchlaufen. Das Aggregat aus allen Ausdrücken, 
die sich: so ergeben, ist gleich P. Zum Beispiel wird für 
vier Elemente 
P= (a, — a) (a; — 4) {aa + aa} 
+ (ds gd (a — a) {9 + dé ai} 
+ (a; — a) (a, — a) {ai ai + af a} 1) 
= (a, — a,) (2, — 40) (43 — Go) (a, — di) (a, — a) (a; — gl, 
Bei dem vorgelegten Ausdrucke 
(a, = gel (a — gel... (an — an1) 2) (a a)... (mn). 


besteht die Summe > aus 
1-2.3-.--4r +1) 
Gliedern, die von den Permutationen der Exponenten her- 


rühren. Die Entwickelung des Productes 


(las Gene 
liefert 
gz u) 


Glieder. Wenn nach einander drei, fünf, ..., » Elemente einen 
Cyklus durchlaufen, wird die Anzahl der Glieder mit 3, 5,..., 
multiplicirt. Mithin umfasst die Entwickelung des vorgelegten 
Aggregates 
La ke MR 2 30 ea EE 
Glieder, und diese Anzahl ist augenscheinlich gleich der Zahl 
cl RER 
Eine andre, allgemeinere Darstellung von P ist folgende. 
Wir wollen das allgemeine Glied 


0 1 2 Nn—1 „N 28 
Ei udn ea 2) 


in mehrere Producte zerlegen, etwa in drei: 


sin yl D D Si io k k+1 ‚k+2 n 
= Ad. X E lipi lipa: e Oe S lkp Ikpa e On: 
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[864] (445) Da für Zerlegungen in noch mehr Producte die 
Verhältnisse durchaus ähnliche sind, will ich bei dieser Zer- 
legung stehen bleiben. Man erhält alle Permutätionen der 
Indices 0, 1, 2,..., %, wenn man die Indices in drei 
Classen vertheilt, von denen die erste ¿+ 1, die zweite 4 — x, 
die dritte vn — Æ Indices umfasst, und nachdem man diese 
Vertheilungen auf alle möglichen Arten gemacht hat, die 


‚Indices einer jeden Classe auf alle Arten permutirt. Aus n +1 


Elementen kann man ? — 1 verschiedene Elemente, welche die 
erste Classe bilden, auf 


Ia Dn. (n — ti 1) 
1.27.82 1) 


Arten auswählen. Aus den übrigen n — ¿ Elementen kann 
man E —i verschiedene Elemente, welche die zweite Classe 
bilden, auf 
(n — vin — i — HU. (n— k +1) 
= 1.27, 2ER) 


Arten auswählen. Die übrigen n — E Elemente bilden dann 
die dritte Classe. Mithin geschieht die Zerlegung der n + 1 
Elemente in drei solche Classen auf 


m1). a Eee éi Di u) 
1522 ZEN 02, ir) 


Arten. Die Elemente der ersten, zweiten und dritten Classe 
können beziehungsweise auf 


ea ee DEN 


Arten permutirt werden, und wenn man diese Permutationen . 
auf die einzelnen Vertheilungen anwendet, kommen gerade die 
sämmtlichen 1.2...(» + 1) Permutationen der n + 1 Ele- 
mente heraus. 


Aus dem Gliede 


Ra EA 2 k k+ı „k42 n 
— a; Kä ... 4; t — dir, Aito Date Ort: — on kyz eiio : Ou 
ergiebt sich durch Permutation der Indices 0, 1, ..., 2, der 
Indices 2 + 1, 2 +2, ..., Æ, der Indices # + 1, k + 2, 
., n das Product 
SE 1 BIN Lit EA ker, akt „kr2 n 
SE e 20, o 2 204 ra Da 
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das man nach $. 1 so schreiben kann: 
(dita dite. it (ët Aro. Ce 
x Hië gn ol H Ion Gun, en An) IT (aps Gps: +" On): 
dabei soll 
HIKa,b,e,...,p,)=® — a) (c — a)... (q — p) 
allgemein das Product aus alen Differenzen der Elemente 


a, O, .:., g bezeichnen. 
Hieraus gewinnt man die Gleichung: 
P = H (ag, un sen An) 
=N E (api dise... ap) T (ax Aktas: a 
X (ao; a,,..., od ll lipas +, ap) Tags, akta @n)- 


(446) Das Zeichen AN umfasst so viele Glieder, als es Arten 
giebt n + 1 Elemente in drei Classen von 2 + 1, %— í, 
n — k Elemente zu vertheilen. Alle diese Vertheilungen er- 
geben sich [365], wenn man aus allen Permutationen der 


Indices 0, 1, 2, ..., x die folgenden auswählt: 

Cos Dunn Qis Citas Citer -y Chy Cka Aka, Dn: 
in denen CO e Q und ebenso Qitay Citer +.) Op Sowie 
endlich oer. On, Ga einander der Grösse nach folgen. 
Je nach dem bei der Verwandlung der Indices 0, 1,...,» in 
Qos M, -.., Un das Product P unverändert bleibt oder den 
entgegengesetzten Werth annimmt, ist dem Gliede unter dem 
Zeichen © das Zeichen + oder — vorzusetzen. 


Nachdem ich dies nebenbei erwähnt habe, wende ich mich 
. zu dem eigentlichen Gegenstande meiner Abhandlung. 


3. 


Mit Cauchy wollen wir Functionen dann alternirend 
nennen, wenn sie bei den Permutätionen der Elemente entweder 
unverändert bleiben oder den entgegengesetzten Werth an- 
nehmen?®). Unter diesen Functionen ist die einfachste das im 
Vorhergehenden betrachtete Product P, das aus allen Diffe- 
renzen der Elemente gebildet ist. Der allgemeine Ausdruck 
solcher Functionen ist 


p.s (ft "e eil 


Ueber die alternirenden Functionen und ihre Theilung etc. 57 


wo unter dem Zeichen © die Elemente a, u. s. w. auf alle 
Arten zu permutiren sind. Aus der Function @ kann man 
alle Glieder weglassen, die bei der Permutation von zwei 
Elementen keine Aenderung erfahren, da sie ja sich gegen- 
seitig zerstören müssen (siehe $. 1). Setzt man also 


un Con” & 
Pla, Bye, Gel Fran... On, 
so müssen die Exponenten o, &,,..., «, alle von einander 


verschieden sein, denn sonst würde die alternirende Function, 
die aus einem solchen Gliede entspringt, identisch verschwinden. 

Es ist bekannt und lässt sich auch leicht beweisen, dass 
die alternirende Function 


aoa aA a AN 
0 71 Nn y 


P H 

sobald die Exponenten «&, u. s. w. ganze Zahlen sind, durch 
P theilbar ist 3°). Dagegen ist meines Wissens noch nicht be- 
merkt worden, dass man den Quotienten der Division durch 
eine allgemeine Formel angeben kann. Um das zu zeigen, 
werde ich eine erzeugende Function des Quotienten 


dE 


El Do Ci Cn 
-=h a, ... Da = 


Ga off (2 
(E eg n 
C 


iz d 
aufsuchen. Dabei darf ich voraussetzen, dass der kleinste 


Exponent (447) verschwindet. Ist nämlich œ, der kleinste 
Exponent, so lässt sich der vorgelegte Ausdruck durch 


Eon, Ga 31 
00170 6 Pa à) 


theilen. Man darf daher den vorgelegten Quotienten so 
schreiben: 


in diesem Ausdrucke sind die Exponenten «,, œ, U. 8. w. positiv. 
[366] Es sei 
oli, Us +.) Im) 
irgend eine ganze rationale Function der Grössen 4,, 4,,..., m- 
Ferner sei das Product aus allen Differenzen der , u. s. w. 


IT(6,, d Së SH SCH H RER to) (ta E Éo) Tu (tm Sie PA LP 


IST EI HOT m 31 
RN), 


(1) 
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Endlich sei 
I) er (z KOR to) (z DN a) E ez Ga TE (© AE an)» 
Wir wollen nunmehr den Ausdruck 


IT (6, UE BE tm) P (to; tis PES tm) 
E DE 
nach fallenden Potenzen von é, é u. s. w. entwickeln und 
diejenigen Glieder dieser Entwickelung genauer untersuchen, die 
gleichzeitig mit negativen Potenzen aller Grössen é, # 
behaftet sind. 
Setzt man 


À AA tm 


EK 
so ergiebt sich die Partialbruchzerlegung: 
AURAS tm) P (bo bip cs) tm) 
SS) AN 


1 1 1 


Tea) Fat ae, 
l 1 1 
SEN (CN D —4,) Te E SÉ "at Ps. 


CR ET EL 
S ee Tata) KA 


Führt man die Multiplication aus, so ergeben sich Ausdrücke 
der Form: 


(2) P (bo dire. tm) H Wa, Li +. tm) 
FL... fé — alt, — IIe — p)’ 
wo a, b, ..., p irgend welche Grössen aus der Reihe der 


do, di --., On bezeichnen, die von einander verschieden (448) 
oder auch einander gleich sein können. 

Sind zwei, etwa o und d, einander gleich, so wird der 
Ausdruck (2): 


P (tos ti, Wel US eer 
f'(a f (%) e SP h—t 
1 1 | 1 


SIR RR) é — a) (ta — c) (t; — A)... (bn =p) 


FI) em an) 


| 


DE ECH 
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und da 


eine ganze Function ist, entspringen aus der Entwickelung 
dieses Ausdruckes keine Glieder, die gleichzeitig negative 
Potenzen von /, und von d enthalten. Berücksichtigt man 
also nur die Glieder der Entwickelung, die negative Potenzen 
aller Grössen čo, £,, ..., ém [367] enthalten, so genügt es 
in dem Ausdrucke (2) für a, b,..., p verschiedene Grössen 
aus der Reihe der &,, @,,..., a, zu nehmen. Das ist aber 
unmöglich, wenn m > n ist. Mithin haben wir den Lehrsatz: 

Ist m œn, so entspringen aus der Entwickelung 
des Ausdruckes (1) keine Glieder, die gleichzeitig 
negative Potenzen aller Grössen A, &, ..., 4, ent- 
halten. 


4. 


Unter der Voraussetzung, dass m = n ist, lässt sich der 
Ausdruck, um dessen Entwickelung es sich handelt, folgender- 
maassen schreiben: 

(3) SI Pte, Ey... Cp) Ilt; Ey.) Im) à. 
F (mm (n-m) f (On) (to—an-m)(ti—an-m+1)--(tm—an) 
Unter dem Zeichen © sind für o a u. s. w. alle Systeme 
von m + 1 verschiedenen Grössen der Reihe der o, @, .- a 
zu nehmen, und diese Grössen müssen auf alle Arten mit ein- 
ander vertauscht werden. Nennen wir H den Coefficienten, 
mit dem in der vorliegenden Entwickelung das Glied: 


PAS Be 


multiplieirt ist, so wird, wie leicht zu erkennen: 


p (än-m» An-m+1 9 an) TG E amis E) 
E E. À ; = 
Se K Jf anami h namei) ee sf Aan) 
a aper 
F(a) = (t — to) (ti — a)... (a; — an) 


ist, wo man den verschwindenden Factor 4; — a; wegzulassen 
hat, so wird 


A E De +) 


2 | = eu ICH EE E 
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denn in dem Producte 


SI mm) nm) - : - (an) 


finden sich als Factoren die Differenzen aller Elemente &,, &,, 
..., 4n ausser denen, die das Product II(a,, gn n-m- 
bilden, und ausserdem erhält man zweimal, jedoch mit ent- 
gegengesetzten Vorzeichen, die 4m (m + 1) Factoren des Pro- 
ductes Jo, au: In-m+ır al, 

(449) Substituirt man (5), so folgt aus (4): 


(6) A=(— vs ) slo dun, un fia A NINE I ES An) 
ko P 
Nach $. 1 wird 

de GE DEER 


n—m— ' 
(1) IT(a,, EE EEN e: n—m— | 


B P g 


wo unter dem Zeichen 3 die Indices 0,1, -.., 2 =m 1 
auf alle Arten zu permutiren sind. Aus (6) erhält man daher: 


01,2 n—m— i 
do dj Ka KA EE Pm_mı n-m=+1? e CG An) 
DE LE ee LES GP ee SE SEE nn 


(8) Pres Bayer - l 


[368] wo unter dem Zeichen > alle Elemente a, @,,..., an 
auf alle Arten zu permutiren sind. Denn in dem Ausdrucke 
(6) hatte man unter dem Zeichen A die Elemente o, ap, ..., On 
auf alle Arten in zwei Classen beziehungsweise von n — m 
und m + 1 Elementen zu vertheilen und die Elemente der 
zweiten Classe auf alle Arten zu permutiren. In der Formel, 
die entsteht, wenn man (7) substituirt, sind auch die Elemente 
der ersten Classe auf alle Arten zu permutiren, mithin sind 
in der Formel (8) unter dem Zeichen Y alle Elemente auf alle 
Arten zu permutiren, und das ist dasselbe, als ob alle Elemente 
auf alle Arten permutirt werden (siehe $. 2). 

Der Ausdruck (8) ist eine ganze rationale alternirende 
Function der Elemente o, @,, ..., a, getheilt durch das 
Product aus den Differenzen aller Elemente P, und es ist also 
der Ausdruck (1) die erzeugende Function dieses Quotienten, 
die aufzusuchen wir uns vorgenommen hatten. Wir haben 
nämlich gefunden, dass in der Entwickelung des Ausdruckes (1) 
der Coeffieient des Gliedes 


ET ee CR 


der vorgelegte Quotient ist. 
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Den Fall, dass 
LE 


ist, betrachten wir besonders. In diesem Falle wird die 
Formel (4): 


i PPT u, Gel 
EN ; 
Se Pia) Fan 
Es ist aber 


fla) f (a) CE Hal Ce 1)? nin +1) ps l i 


mithin wird 


SE 1 
(10) H=(— ËCH spa; en, 
in dieser Formel sind unter dem Zeichen © die Elemente 
gu: G, :--, A, auf alle Arten zu permutiren®2). Wird der 


Ausdruck auf der rechten Seite mit P multiplieirt 33), so erhält 
man die allgemeinste ganze rationale alternirende Function, 
denn y bezeichnet eine beliebige ganze rationale Function 
aller Elemente. Man hat also folgenden 


(450) Lehrsatz. 
Es sei P das Product aus den Differenzen aller Ele- 
mente &@,, @,,-.., On, aus P. gehe II hervor, wenn man 
E eer an. die Stello van ga Oina e o Ana potat 


Es sei ferner 

Je) = (2 a) e — à)... (2 — an), 
und o (to; 4, ---; Zu) bezeichne eine beliebige ganze 
rationale Function von d, £,,..., n. Wenn man dann 


unter dem Zeichen > die Elemente &,, 4,, ..., a, auf 
alle Arten permutirt, so wird 


Pla; 4i; db An) 

à 23 
[869] der allgemeinste Ausdruck einer ganzen rationalen 
alternirenden Function dividirt durch das Product aus 
den Differenzen aller Elemente. Dieser Quotient ist, wie 
wir gefunden haben, gleich dem Coefficienten von 


RN 


in der Entwickelung des Ausdruckes 
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n(n i) IT. p De t Eed? ln) 7 
FF) -S (ta) 
Ist m — n — 1, so hat nach (8) der Ausdruck 
„pi La Gens an) 
P 

zur erzeugenden Function > 

ei SERRES CAR RA, gl Po) z E 
FW Fl) Se i 


was auch leicht aus dem vorhergehenden Lehrsatze folgt. 


EN 


Wir setzen 
PET m 
D PPAT EE 
und machen folgende Bemerkung. Dividirt man die zu ent- 
wickelnde Function durch 


ES EN, Ym 
tait SE ; 


so geht der Coefficient des Gliedes 
GC" Ap RE 


m 

über in den Coefficienten des Gliedes 
UN (7151) —(Ym +1) 
L, A 1 A TA % 


m 


Die Formel (8) liefert uns daher folgenden Lehrsatz: 


(451) Lehrsatz. 
Der Ausdruck 
RSC ES ee el ZA 74 Ym 
< CREER n—m—N nm n—m+1 ERS dy 


(a a) a) ee Ans) e 

der eine alternirende Function darstellt, die durch Ge 
Product der Differenzen der Elemente ON dpi es 
getheilt ist, hat denselben Werth wie der Coefficient is 
Gliedes 


N cet mmt) 
‘À ti EER 


We 
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in der Entwickelung des Ausdruckes 


(to E AKA TEN da) AR Da = SE ln) 
E ET 
dabei ist f 
ee (er 8-4)... (7 — 4). 


[370] Ich bemerke noch, dass in dem vorstehenden Lehr- 
satze 


Lon(m + 1) 
Be OR (t, "e to) (ta T to) SEH Lin RE, msa) 
i ES (to Ke t) (to Li Gel St LS St tm) 
gesetzt worden ist. 
Es sei 
ini Si O, C, 


fe) anti gn Si Ka = SES er AD 


hierin ist C; die Summe aller Producte von 2 verschiedenen 
oder gleichen Elementen, die man aus der Reihe der Grössen 
do, Ou. An entnehmen kann. Setzt man 


f(x) Ze Ee JF A ees CC? 


so lassen sich diese Grössen C,, C, u. s. w. leicht durch die 
A,, À, u. s. w. ausdrücken. 


1 
Setzt man die vorstehende Entwickelung von Fe) in die 
Entwickelung des Bruches 
1 


Zei Ft) Za 
- ein, so wird das allgemeine Glied 


—(n41+%) Pe kan +4) ee +») 3 


4 Re 


Ci Cie. Ci a 


m H 


Mithin wird in der Entwickelung des Ausdruckes 


(ta Fam é) da ta) IER (En 4 Ke tm) Sieg 2 € AS TOR SE? bn 
SEIFE) -f (tm) SS (6) - -S lmn) 
das allgemeine Glied: 


beten 0 AR io te eege EE 


Fee Am "0 4 1 m 
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Der vorhergehende Lehrsatz liefert uns daher folgende 
Formel: 


D al 2 RTE Y Ym 
x 0,99... 8, _ m—ı nm m—m-H BER 
(11) | (a, — a9) (o — gel (An — @n-1) 
re 
et. Cyim=n ta Ke: dE i 


(452) In dem ersten Theile dieser Formel sind die Elemente 
do, di, --., 4, auf alle Arten zu permutiren, in dem andern 
die Indices y, y,,..., Ym, wobei die Zeichen = auf die uns 
geläufige Art definirt sind. 


Zum Beispiel wird für m — 0, m = 1 u. s. w.: 
0,12 nA 
ECOC o 
ze D Ce E 
E bet y 
3 4,443... 9%, _ 4 4 e 
= P yon vn Deckt nCy—n) 
He W: USW. 


Allgemein wird der vorgelegte Quotient 


01 42 ee Yı Ym 
Le. m nu mtr Da 
KE E E a) 
B 


[371] gleich der Determinante, die zu dem Systeme 
der Grössen 


Cyimn: Lang Se C, +mn: 
Cym ni ) tant St EN C, mn H 
ch 

On Con RE Cy n—n 


gehört. In diesen Formeln ist die Grösse C, wenn sie mit 
dem Index 0 behaftet ist, gleich eins, wenn sie mit einem 
negativen Index behaftet ist, gleich Null zu setzen. 

Wollte man die vorstehende Determinante lieber durch die 
Combinationen der Elemente o. @,,..., a, ausdrücken, so 
könnte man bei der Bildung der Cain das eine Element ap, 


bei der Bildung der Cr +2—n die beiden Elemente ap, 
Ou — weglassen, und so fort. Denn eine Determinante bleibt 


Ueber die alternirenden Functionen und ihre Theilung etc. 65 


bekanntlich unverändert, wenn man zu den einzelnen Gliedern 
einer Horizontalreihe die mit beliebigen Grössen multiplieirten 
Glieder derselben Verticalreihen hinzufügt; diese Grössen müssen 
nur für alle Glieder einer und derselben Horizontalreihe die- 
selben sein. Bezeichnet man ferner mit 0’, O” u. s. w. die 
Combinationen, bei deren Bildung ein, zwei u. s. w. Elemente 
weggelassen werden, so bemerke ich, dass man 

Citi — ån Oi = (ir 

Cite — (An + EN) Cii + An ia 0; = Cire 
u. 8. w. u. 8. W., 


erhält, wie leicht mit Hülfe der Gleichung 


1 1 1 C C 
open erh 


—a,)2—a,)..&—a,) AE 2 7 + ru 


bewiesen wird. Diese Eigenschaften der Determinante und 
der Combinationen lassen die Richtigkeit unserer Behauptung 
erkennen 29). 


Ostwald’s Klassiker. 77. 5 


= 
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Im Jahre 1841 erschienen im 22. Bande von Crelle’s 
Journal drei Abhandlungen Jacobes: 

De formatione et proprietatibus Determinantium; 

De Determinantibus functionalibus; 

De functionibus alternantibus earumque divisione per pro- 

ductum e differentiis elementorum conflatum, 

die für die Theorie der Determinanten grundlegend geworden 
sind, denn sie haben bewirkt, dass die Determinanten, dieses 
wichtige Instrument der Forschung, das, wie Baltzer sich 
ausdrückt, bis dahin im Besitze von wenigen Auserwählten 
geblieben war, Gemeingut der Mathematiker wurden. Wenn 
auch seitdem ausgezeichnete Lehrbücher der Determinanten- 
theorie veröffentlicht wurden, und dieser Gegenstand einen 
gesicherten Platz in den mathematischen Vorlesungen der 
Hochschulen gefunden hat, so dürfte doch eine neue Ausgabe 
der historisch bedeutsamen Originalabhandlungen nicht über- 
flüssig sein. Ist doch die lichtvolle Darstellung Jacobrs 
vorzüglich geeignet besonders denen, die mit den Deter- 
minanten schon etwas mehr vertraut sind, eine tiefere Einsicht 
in das Wesen dieser Bildungen zu gewähren, deren Hand- 
habung zu kennen heute für jeden Mathematiker unerläss- 
lich erscheint. A 

Das vorliegende Bändchen enthält die erste Abhandlung 
und die sich eng daran anschliessende dritte; die zweite 
Abhandlung folgt in dem nächsten Bändchen. Der Ueber- 
setzung sind die Originalabhandlungen in Crelle’s Journal 
zu Grunde gelegt worden, von denen die Gesammelten 
Werke (Bd. III, Berlin 1884, 8. 355—392, 439—452). 
einen wortgetreuen Abdruck geben. Eine genaue Prüfung 
hat gezeigt, dass in diesem Texte verschiedene störende 
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Druckfehler vorhanden sind und dass auch ‘einige Versehen 
Jacobis der Verbesserung bedürfen. Sämmtliche hierdurch 
erforderten Abweichungen von dem Originale findet man in 
den folgenden Anmerkungen angegeben und, wo es noth- 
wendig erschien, begründet. Ausserdem enthalten die An- 
merkungen einige Ergänzungen zu der Litteratur, die Jacobi 
eitirt hat. 

Wie es bei diesen Ausgaben üblich ist, sind die Seitenzahlen 
der Originalabhandlungen in eckigen Klammern dem Texte bei- 
gefügt worden. Da die Gesammelten Werke sehr verbreitet 
sind, glaubte ich sie ebenfalls berücksichtigen zu sollen; zur 
Unterscheidung sind die betreffenden Seitenzahlen in runde 
Klammern eingeschlossen worden. 


1) Zu S. 4. Diese fundamentale Eigenschaft des Productes 
der Differenzen bildete bereits bei Cauchy den Ausgangspunkt 
für die Entwickelung des Begriffs einer Determinante, vergl. 
seine Abhandlung: Mémoire sur les fonctions qui ne 
peuvent obtenir que deux valeurs égales et de 
signes contraires par suite des transpositions 
opérées entre les variables qu'elles renferment; Lu 
à l'Institut le 30 Novembre 1812 (Journal de l’École polytech- 
nique. Cahier 17. Paris 1815. S.29—112). Später trennen sich 
jedoch die Wege Jacobv’s und Cauchy's; vergl. Anmerkung 26. 

2) Zu Ge In dem Originale und in dem Abdrucke 
in den Gesammelten Werken steht: prout ie > r aut 
i, <r statt prout Da ara 

3) Zu 8.7. Da ein Ansatz, den Leibniz im SÉ 1700 
in den Acta eruditorum veröffentlichte, weder von ihm noch 
von andern weiter verfolgt wurde, muss Gabriel Cramer als 
der Begründer der Determinantentheorie gelten. Cramer hat 
in Nr. 1 des Anhanges zu seiner Introduetion & l’analyse 
des lignes algebriques (Genf 1750) die Determinanten 
allgemein definirt und mit ihrer Hülfe die Lösung eines be- 
liebigen Systems linearer Gleichungen durchgeführt. 

Seine Zeichenregel spricht Cramer (a. a. O. S. 658) 
folgendermaassen aus: »Man giebt’ diesen Gliedern das Vor- 
zeichen + oder — nach folgender Regel. Folgt in einem 
Gliede einem oberen Index, mittelbar oder unmittelbar, ein 
kleinerer oberer Index, so nenne ich das ein Dérangement. 
Man zähle für ein jedes Glied die Anzahl der Derangements. 


Pk 


68 Anmerkungen. 


Ist sie gerade oder Null, so hat das Glied das Vorzeichen +. 
Ist sie ungerade, so hat das Glied das Vorzeichen —.« 

Cramer's Gedanke wurde gewürdigt und weiter gebildet 
von Bézout (Recherches sur le degré des Equations résul- 
tantes de l’évanouissement des inconnues, et sur les moyens 
qu'il convient d'employer pour trouver ces Équations. Mémoires 
de l'Académie des Sciences. Année 1764. Paris 1767. 
S. 288—338), Vandermonde (Mémoire sur l’Elimination. Lu 
le 12 Janvier 1771. Mémoires de l’Académie des Sciences. 
Année 1772. Seconde partie. Paris 1776. 8. 516—532) und 
Laplace (Recherches sur le Calcul intégral et sur le Système 
du Monde. Mémoires de l'Académie des Sciences. Année 1772. 
Seconde partie. Paris 1776. 8. 267—376. Wieder abgedruckt 
in den Oeuvres, t. VIII. Paris 1894. 8. 365—406). 

4) Zu AS 7. In dem Originale und in dem Abdrucke 
steht um — Le statt ane, 

5) Zu ©. 7. Einfacher wäre es wohl gewesen, so zu 
schliessen: Wenn 2, in einen der früheren Indices Lo. PRE 
übergeht, der ty heisse, so kann č% nicht gleich d TAn EE 
sein, weil sonst zwei Indices, ,_, und 4}, in einen und den- 
selben Index ip übergehen würden. Mithin muss ip = č | sein. 

6) Zu 8.9. Laplace hatte 1772, wohl durch Bézouts 
Ausdruck: Equation résultante veranlasst, die von Cramer 
eingeführten combinatorischen Bildungen als Résultants be- 
zeichnet; übrigens hatte schon Newton 1707 von einer »aequatio 
resultans« gesprochen (Arithmetica universalis sive de compo- 
sitione et resolutione arithmetica. Erste Ausgabe Cantabrigiae 
1707. In der dritten Ausgabe, Leyden 1732, heisst es auf 
8. 58: in aequatione ultimd résultante). 

Gauss war dann 1801 in der Theorie der quadratischen 
Formen (Disquisitiones arithmeticae. Sectio V. Nr. 154 
und Nr. 267) zu den Resultanten zweiten und dritten Grades 
gelangt und hatte sie Determinanten der quadratischen 
Formen genannt. Er hat das Wort Determinante aller- 
dings auch in einem allgemeineren Sinne gebraucht: in der 
Abhandlung: Demonstratio nova altera theorematis omnem 
functionem algebraicam rationalem integram unius variabilis 
in factores reales primi vèl secundi gradus resolvi posse (Göt- 
Unger Abhandlungen 1815) bezeichnet er damit die Function 
der Coefficienten einer algebraischen Gleichung, die man jetzt 
nach Sylvester’s Vorgang (Philosophical Magazine 1851. t. I. 
S. 406) Discriminante zu nennen pflegt. 
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Cauchy (1812), der zu seinen Untersuchungen durch 
Gauss’ Disquisitiones arithmeticae angeregt worden ist (a. a. O. 
S. 111), hat den Ausdruck déterminant von ihm über- 
nommen; in späteren Arbeiten sagt er jedoch daneben fonction 
alternée oder résultant. 


Die Darstellung der Determinante À durch das Symbol 


SE Midi a) 
ist nicht etwa Jacobs Erfindung, man verdankt sie vielmehr 
Cauchy (a. a. O. S. 52). 

7) Zu 8.10. Vandermonde 8. 518 und 522. Laplace 
8,297. 


8) Zu S. 16. In dem Originale und in dem Abdrucke 
steht a el, at a) statt a), al” aÿ), KE ell. 

9) Zu S. 18. In dem Originale und in dem Abdrucke 
steht »e (6), (2) $. pr.« statt »e (6), (1) $. pr.« und »a statt well 

10) Zu AS 20. Dass die Werthe der Unbekannten unbe- 
stimmt oder unendlich ausfallen, wenn die Determinante ver- 
schwindet, hatte bereits Cramer erkannt (a. a. O. S. 659). 

Die Unterscheidung der möglichen Fälle hat Kronecker (Mit- 
theilung an R. Baltzer, veröffentlicht in dessen Theorie und 
Anwendung der Determinanten, 2. Auflage, Leipzig 1864, 
S. 62) auf die successive Betrachtung der Unterdeterminanten 
n-ten, (a — 1)-ten, (n — 2)-ten u. s. w. Grades zurückgeführt. 

Ist das System der Grössen af so beschaffen, dass sämmt- 
liche aus "hm zu bildende Determinanten (n + 1)-ten, n-ten, 
{n — 1)-ten bis (r + 1)-ten Grades identisch verschwinden, 
während mindestens eine Determinante r-ten Grades nicht 
verschwindet, so lassen sich die n + 1 Grössen to, 4,, ..., Én 
als lineare Functionen von n + 1 — r willkürlichen Grössen 
Wy Wa; ce.) Wnyı_Yf darstellen, und diese Darstellung erschöpft 
den Inhalt des Gleichungssystemes (1). Die Zahl r hat Kron- 


ecker später als den Rang des Grössensystemes a bezeichnet 


(Näherungsweise ganzzahlige Auflösung linearer. Gleichungen, 
Sitzungsberichte der Berliner Akademie. Jahrg. 1884. 8. 1192). 


11) Zu 8. 20. Laplace a. a. O. 8 200. Dieselbe Dar- 
stellung findet sich jedoch bereits in Vandermonde’s Abhand- 
lung aus dem Jahre 1771 (a. a. O. 8. 524). Die historische 
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Gerechtigkeit würde daher erfordern, dass man diese Darstellung 
als, eng che y Determinantensatz bezeichnet. 

12) Zu 8. 21. In dem Originale und in dem Abdrucke 
lautet der Anfang dieses Absatzes: 


»Discerpatur numerus % in plures alios numeros veluti in 

quatuor, ita ut sit 

n = i H+H l+ Hm; 
distribuantur indices 0, 1, 2, ..., 2 in quatuor classes à +1, 
k,l, m indicibus constantes: « 

Es folgt dann die Vertheilung in die vier Classen genau 
wie in dem vorliegenden Texte. Da diese Classen der Reihe 
nach aus 2 + 1, %— i, 1—%k, n— 7 Indices bestehen, 
musste der Text entsprechend geändert werden. Der Rest 
des §. 8 ist dann in Ordnung. Nur am Ende findet sich eine 
Angabe, die wieder, voraussetzt, dass die Classen. aus © + d 
k, 7 m Indices bestehen; vergl. die folgende Anmerkung. 

In $. 2 der RSA Ueber die alternirenden 
Functionen (dieses Bändchen 8. 55), wo es sich um die 
entsprechenden Anzahlen bei drei Classen handelt, sind sie 
richtig angegeben. 

13) Zu A 22. In dem Originale und in dem Abdrucke 
steht irrthümlich . 

1.2.3... +1) 
edle). afëllen ee... m 


14) Zu 8. 24. Auf lineare Gleichungen dieser Art war 
Jacobi bei Untersuchungen über das Pfaff’ sche Problem ge- 
führt worden, man vergleiche seine Abhandlung: Ueber die 
Pfaff’sche Methode, eine gewöhnliche lineare Differential- 
gleichung zwischen 2% Variabeln durch ein System von » 
Gleichungen zu integriren (Journal für die reine und angewandte 
Mathematik. Bd. 2. 1827. 8. 253. Ges. Werke. Bd. IV. 8. 25). 
Er ist noch einmal auf diesen Gegenstand zurückgekommen 
in dem zweiten Theile der Abhandlung: Theoria novi multi- 
plicatoris systemati aequationum differentialium vulgarium appli- 
candi (Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 29. 
1845. 8.236. Ges. Werke. Bd. IV. 8.240). Wesentlich ergänzt 
wurden die Ergebnisse Jacobs durch Cayley (Dieselbe Zeit- 
schrift, Bd. 32. 1846. 8.119, Bd. 38. 1848. S. 93, Bd. 50. 1855. 
S. 299, wieder abgedruckt in den Collected Papers, Vol. I. 
Dire end 410, vol. IL. 8. 202). 
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15) Zu a 27. Die 1779 zu Paris erschienene Théorie 
générale des équations algébriques von Bezout enthält 
einen besonderen Abschnitt: Méthode, pour trouver des 
fonctions d’un nombre quelconque de quantités, qui 
soient zéro par elles-mêmes (S. 181—187), in denen die 
Identitäten (2) bis (8) des $. 11 für n + 1 — 2, 3, 4 ent- 
wickelt werden. BDezout macht von ihnen in der Theorie 
der Elimination mannigfache Anwendungen. — 

In dem Originale heisst es: »Formulae praecedentes CI! 
Bezout bene instruerunt.« Für das letzte Wort ist in dem 
Abdrucke: »innotuerunt« gesetzt worden. 

16) Zu A 28. Im Originale und im Abdrucke steht 


Ba AA À: 
was keinen Sinn hat, während nach S. 6 


A= 2 ala)... a 

zu setzen ist. 

17) Zu 8.29. In dem Originale fehlt der Factor R. Dieser 
Druckfehler ist bereits in dem Abdrucke verbessert worden. 

18) Zu A 30. Die Formel (13) ist für n + 1 = 3 bereits 
1775 von Lagrange angegeben worden in den Abhandlungen: 
Nouvelle solution du probleme du mouvement de rotation d'un 
corps de figure quelconque qui n’est animé par aucune force 
accélératrice und: Solutions analytiques de quelques problèmes 
sur les pyramides triangulaires (Nouveaux Mémoires de l’Aca- 
démie royale des Sciences et Belles lettres de Berlin. Année 
1773. Berlin 1775. S. 86 und S. 153, Oeuvres complètes, T. II. 
S. 577 und 8. 659). Sie findet sich auch bei Gauss in den 
Disquisitiones arithmeticae (1801) Nr. 267. Die all- 
gemeine Formel (13) hat Cauchy a. a. O. S. 82 hergeleitet. 

Die Formeln (12) hatte Jacobi bereits 1834 entwickelt 
(De binis quibuslibet functionibus homogeneis secundi ordinis 
per substitutiones lineares‘ in alias binas transformandi, quae 
solis quadratis variabilium constant. Journal für die reine 
und angewandte Mathematik, Bd. 12. 8. 9. Werke Bd. III. 8.201). 
- 19) Zu A 32. In dem Originale wie in dem Abdrucke 
steht ad dextram formulae praecedentis statt adlaevam 
formulae praecedentis. 

20) Zu S. 34. Jacobi hat sein Versprechen eingelöst in 
der Abhandlung: Theoria novi multiplicatoris systemati aequa- 
tionum differentialium vulgarium applicandi (Journal für die 
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reine und angewandte Mathematik, Bd. 27. 1844. 8. 232. 
Ges. Werke, Bd. IV. 8. 354). 

21) Zu A 37. In dem Originale und in dem Abdrucke 
steht o statt a. 

22) Zu AS, 40. Eben daselbst steht Æ statt m. 

23) Zu AS 41. Das Quadrat einer Determinante vom 
zweiten und dritten Grade -hatten bereits Lagrange (1775) 
und Gauss (1801) als eine Determinante desselben Grades 
dargestellt; vergl. Anmerkung 18. Die fundamentale Ent- 
deckung, dass das Product von zwei Determinanten r-ten 
Grades wieder als eine Determinante r-ten Grades dargestellt 
werden kann, ist gleichzeitig von Cauchy (a: a. O. 8. 81 
und 111) und von Binet gemacht worden (Sur un Systeme 
de Formules analytiques, et leur application à des conside- 
rations géométriques. Lu à l’Institut le 30 Novembre 1812, 
Journal de l’École polytechnique. Cahier 16. Paris 1813. 
S. 280—354). Es ist auffallend, dass Jacobi die Abhandlung 
von Binet nicht erwähnt. Bekannt war sie ihm, denn in seiner 
Arbeit: De singulari quadam duplieis integralis transformatione 
vom Jahre 1827 hat er sie ausdrücklich Send (Ges. Werke, 
Bd. II. 8-62); 

Jacobs Beweis für das Multiplicationstheorem hat den 
wesentlichen Mangel, dass er eine blosse Verification ist. Es 
möge deshalb darauf hingewiesen werden, wie naturgemäss 
sich die Entwickelung der Determinantentheorie gestaltet, wenn 
man die Prineipien der Grassmann’schen Ausdehnungslehre zu 
Grunde legt; man vergl. etwa Schlegel, System der Raumlehre. 
Theil II: Die Elemente der modernen Geometrie und Algebra. 
Leipzig 1875. 8.121. 

24) Zu S. 41. In dem Originale und in dem Abdrucke 
steht yÔ statt YO. 

25) Zu A 50. Vandermonde (Mémoire sur la résolution 
des équations. Lu Novembre 1770. Mémoires de l'Académie 
des Sciences. Année 1771. Paris 1774. H 369) hat nur 
den besonderen Fall des Satzes, der für n + 1 — 3 heraus- 
kommt. Die allgemeine Gleichung gab Cauchy a. a. O. 8. 48. 

26) Zu A 52. Diese Bemerkung Jacobs richtet sich 
gegen Cauchy, der die Determinante aus dem Differenzen- 
producte herleitet, indem er an die Stelle der Exponenten 


Indices treten lässt (a. a. O. S. 52 sowie Note 4 der Analyse 
algébrique. Paris 1821). 
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27) Zu S. 54. In dem Abdrucke steht aa? + di do 
statt oo + a? aż. 
28) Zu S. 54. In dem Originale wie in dem Abdrucke steht 


n—i 
SE ga aidé ... a, 
statt i 
0 MA N 
; Em id. 2, 

29) Zu S. 56. Cauchy nennt a. a. O. 8.30 eine Function 
Zoe &, ---; Gel, die bei allen Permutationen der Elemente 
do, dy ---; An unverändert bleibt, fonction symétrique 
permanente, eine Function f(a,, @,,..., Gel, die bei den 


Permutationen entweder unverändert bleibt oder nur das Vor- 
zeichen ändert, fonction symétrique alternée. 

30) Zu 8.57. Cauchy a.a. O. S. 46 und Analyse al- 
gébrique (Paris 1821) Chap. II. 8. 2. 

31) Zu S.57. In dem Originale und in dem Abdrucke steht 


gea... apr statt afoafo... ago und kurz darauf 5 t t2... im 


m? 
während es 5 £16. m heissen muss. 

32) Zu S. 61. Die Gleichung (10) ist ein besonderer Fall 
einer Formel von Baltzer, vergl. R. Baltzer, Theorie und An- 
wendung der Determinanten. 5. Auflage. Leipzig 1881. 8. 103. 

33) Zu S. 61. In dem Originale wie in dem Abdrucke 
steht nur »Expressio ad dextram«, dahinter muss etwa 
nos per P« ausgefallen sein. 

34) Zu A 64. In dem gs und in dem Abdrucke 
qu wiederholt a, statt a) 

35) Zu 8. 65. Die in dé 3 und 4 ln Sätze 
finden sich auch in einer Abhandlung, die aus Jacobs Nach- 
lass in den Gesammelten Werken veröffentlicht worden ist. 
(Additamenta ad Commentationem quae inscripta est: Disqui- 
sitiones analyticae de fractionibus simplicibus. Ges. Werke, 
Bd. II. S. 553—582). 


Königsberg i./Pr., im Februar 1896. P. Stäckel. 
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pie von A. v.Oettingen. Mit 25 Textfig. 2. Aufl. (85 S. 
G. Green, Versuch, die math. Analysis auf die Theorien d. Elektric. 
a. des Magnetismus anzuwenden, (1828.) Herausgegeben von A. v. 
Oettingen und A. Wangerin. "13033 M 2.25. 

C. 6. J. Jacobi, Über die vierfach periodischen Functionen. zweier 
Variabeln, auf die sich die Theorie der Abelschen Transcendenten 
stützt. (1834.) Herausgeg. von H. Weber. Aus dem Lateinischen 
übersetzt von A. Witting. (40.8.) .# —.90. 

Georg Rosenhain, Abhandl. über die Functionen zweier Variabler 
mit 4 Perioden, welche die Inversen sind der ultraelliptischen Inte- 
grale erster Klasse. (1851.) Herausgeg. von H. Weber. Aus dem 
Französischen übersetzt von A. Witting. (948.) .# 1.90. 


. A. Göpel, Entwurf einer Theorie der Abelschen Transcendenten 


erster Ordnung. (4847.) Herausgegeben von H. Weber. Aus dem 
Lateinischen übersetzt von A. Witting. (60 S.) M 1.25. 


. James Clerk Maxwell, Über Faradays Kraftlinien. (1855 u. 1856.) 


Herausgegeben von L. Boltzmann. 2. Auf. (130 S.) .# 2.50. 


. N. H. Abel, Untersuchungen ne die Reihe: 


m m= (m — U 2 es (m — 2) $ | 
PA ie CR RU E PER 
(1826.) Herausgegeben von A, ZUG, (46 S.) M 1.25. 
Leonhard Euler, Zwei Abhandlg. über sphärische Trigonometrie. 
Grundzüge der sphärischen Trigonometrie und allgemeine sphärische 
Trigonometrie. (1753 u. 1779.) Aus dem Französ. u. Latein. übersetztu. 


‚herausgeg. von E. Hammer. Mit 6 Fig. im Text. (65 S.) æ 1.25. 


Axel Gadolin, Abhandlg. über die Herleitung aller krystallograph. 
Systeme mit ihren Unterabtheil. aus einem einzigen Prinzipe; (Ge- 
lesen den 19. März 1867.) Deutsch herausgeg. von P. Groth. Mit 
26 Textfiguren und 3 Tafeln. (92 S.) æ 1.90. 

F. E. Neumann, Theorie der doppelt. Strahlenbrech., abgeleitet aus 
den Gleichungen der Mechanik. .(1832.) Herausg. v. Ye Wangerin. 


(52 S.) M 1—. 
. 0.6. J. Jacobi, Über die Bildung und die Eigenschaften der Deter- 


minanten. (De formatione et proprietatibus determinantium.) (1841.) 


. Herausgeg. von P. Stäckel. (73 S.) M 1.50. 


83. 


Über die Functionaldeterminanten. (De determinantibus func- 
tionalibus.) (1841.) Herausgeg. von P. Stäckel. (728.) M 1.50. 


. H. v. Helmholtz, 2 hydrodynamische Abhandlungen. I. Über Wirbel- 


bewegungen. (1858.) — II. Über discontinuierliche Flüssigkeitsbe- 
wegungen. (1868.) Herausgeg. von A. Wangerin, (80 S.) M 1.50, 
Theorie der Luftschwingungen in Röhren mit offenen Enden. 
(1859.) Herausgeg. von A. Wangerin. (132 S.) M 2.50. 


. Jacob Steiner, Systemat. Entwickl. der Abhängigkeit geometr. Ge- 
-stalten voneinander, mitBerücksichtig. der Arbeitenalter u.neuer Geo- 


meterüber Porismen, Projections-Methoden, Geometrie d. Lage, Trans- 
versalen, Dualität und Reciprocität usw. (1 832.) I. Theil. Herausgeg. 
von A. v. Oettingen. Mit 14 Textfig. u. 2 Tafeln. (126 S.) .# 2.50. 
Jacob Steiner. II. Theil. Herausgeg. von A. v. ee Mit 
2 Textüg. u. 2 Tafeln. (1628) æM 3.—. 
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